Ubung zur Meteorologischen Modellierung (Numerik):
Das barotrope Modell

Neben seiner Bedeutung fur konzeptionelle und éisahe Studien der grof3- und synoptisch-
skaligen Zirkulation ist das barotope Modell vosthrischem Interesse fur die numerische
Meteorologie, da die ersten erfolgreichen Versurtie numerischen Wettervorhersage mit
einem barotropen Modell (der (quasi-)geostrophidiiergenzfreien Version) durchgefiihrt

wurden (Charney, J. G., Fjortoft, R. and von Neumah 1950: Numerical integration of the

barotropic vorticity equationlellus, 2 237-54).

Im Folgenden sollen die Grundlagen fir die Progréanmmg eines solchen Modells gegeben
werden (in Verbindung mit dem in der Vorlesung Remtgllten). Ziel ist es dann, ein
derartiges Modell zu programmieren und zu testen.

1. Die Gleichungen

Das barotrope Modell reprasentiert die Dynamik ihemogenen inkompressiblen Fluids,
das sich im hydrostatischen Gleichgewicht befindsoll. Diese kann durch die
Bewegungsgleichungen fir die horizontalen Geschgksiten (,v) und die
Kontinuitatsgleichung (Massenerhaltung) beschriebemden. Die Bewegungsgleichungen
fur den reibungsfreien Fall lauten in kartesiscKenrdinaten (und z-System):

Ju OJu _ Jdu _ 10P
—+u—+v—-Ffv = -——
ot ox oy p 0X
ov . ov _ov _ 1 0P
—+Uu—+v—+fu = -——
ot ox oy p oy

wobeif den Coriolis-ParameteP, den Druck undo die (konstante) Dichte bezeichnet. Hier
wurde bereits von der Barotropie (die Geschwindigérdert sich nicht mit der HOhe, also
kein thermischer Wind) gebrauch gemacht (die valgilddvektion voru undv ist entfallen).

Die Kontinuitatsgleichung bei konstantgmtautet:

wobeiw die Vertikalgeschwindigkeit bezeichnet. Wird dialostatische Grundgleichung

9P =-0p
0z

integriert, kanrP/p in den Bewegungsgleichungen durch das Geopotagttiatsetzt werden.
Also:

@+u@+v@— fv = _@
ot ox oy 0X
ov,6 o0v & _ov _0gh
—+tu—+v—+fu = —-—
ot ox oy oy

Integration der Kontinuitatsgleichung voaz (mit w(0)=0) bish und Bertcksichtigung von
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dh _oh oh oh
wh)=—=—+u—+v—

dt ot ox oy
ergibt eine prognostische Gleichung fur das, in d@wegungsgleichungen bendtigte
Geopotentiagh.

agh+uagh+vagh — _ah ou  ov
ot 0x oy ox oy

Diese drei Gleichungen bilden ein geschlossenese®ysit drei Unbekannten: Die sog.
‘primitiven Gleichungen' des divergenten barotropdndells (oder auch 'Flachwasser-
Modell").

Obwohl auch dieses Modell numerisch gelést werdannk sollen im Folgenden einige
vereinfachte Versionen hergeleitet werden, derenenische Behandlung deutlich einfacher
ist. Die Vereinfachungen ergeben sich aus weitéggroximationen der Gleichungen (bisher
wurde z.B. schon die hydrostatische Approximati@rwendet mit der Folge, dass die
eigentlich prognostische Gleichung fur die vertk@eschwindigkeit zu einer diagnostischen
Beziehung zwischen Druck und Geopotential wurdepachst wird der Coriolis-Parameter
durch eine lineare Entwicklung um eine Referenzérgi(mit f(yo)=fo) approximiert:

f=1, +% y = f, + By (Beta-Ebenen Approximation)
y

Eine weitere Approximation mit guter Gultigkeit fdre Zirkulation der mittleren Breiten ist
die quasi-geostrophische Approximation der Gleigam Es kann gezeigt werden
(Skalenanalyse; s. Vorlesung und Ubungen Theohatiddeteorologie und Literatur), dass
fur kleine Rossby-ZahlenRp=U/(Lf)) << 1) in erster Naherung das geostrophische
Gleichgewicht gilt. Wird nun die Strémung,¢) und die Abweichung des Geopotentials zu
einem mittleren Wert hin einen geostrophischenyfvy,hg) und einen (kleinen; ®&0))
ageostrophischenuf,va,hs) Teil aufgespalten Uugtuav=vgtva h=hothgth,), dies in die
Flachwasser-Gleichungen eingesetzt, die Skalensmalyurchgefuhrt, die Geostrophie
eliminiert, die Divergenzfreiheit der geostrophieniStromung bertcksichtigt (die Divergenz
steckt nun nur noch in der ageostrophischen Kommpeheund alle Terme kleiner als Rx)
vernachlassigt, so ergibt sich folgendes Gleichsygem fiir die zeitliche Anderung der
geostophischen Stromung:

ou ou ou agh,
Ltu,—2+v,— -~ fv, =By, = -—=2
o 2ax Yoy °° A )

o) ) )

(;/tg +u, avg +v, ‘;/g + foua+,5yug — _agha

X y y

dgh ogh 0

9, +U, 9N, +V, ah, =—g|"b(%+%)

ot 0x oy ox oy

ov, du
Mit Einfihrung der geostrophischen Vorticity :a—g—a—g konnen die ersten beiden
X y

Gleichungen (durch Ableitung nagh bzw. x und Subtraktion) auf die (quasi-geostropische)
barotrope Vorticity-Gleichung reduziert werden.lisibt das System:
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a{, ¢, 94, ou, O0v,
+U +v + =—f a4+ 2
a Y ox ° dy A, 0(ax Gy)
dgh dgh dgh ou, 0v,
Tl — V2 = gy (—+ )
ot ox oy ox oy

Mithilfe des geostrophischen Gleichgewichts kanre djeostrophische Stromfunktion
Y=ghy/fo eingefiihrt werden, fir die gilt:

ow
Uy, = ——
oy
ow
v, = —
9 0X
2 2
[, = DO, OV

x> oy?

Elimination der Divergenz der ageostrophischenr8indg aus den beiden Gleichungen und
Einsetzen der geostrophischen Stromfunktion ergié$ quasigeostrophische divergente
barotope Modell (quasigeostrophisches Flachwassetell), das nun nur noch aus einer
prognostischen Variablen, der Stromfunktion, bestdie die Stromung (im Rahmen der
Approximationen) vollstandig beschreibt:

2 _ 2 2 _ 32 2 _ 32
o -A)w )lp: _ovo(m@ -AT)¥ )‘P+6_LIJM_,36_LIJ:_J(LP,(DZ_/‘_Z)W)_IBG_‘P
ot 0x ay ay ox 0x 0x

Hierbei bezeichnetd den Rossby-Deformations-Radiud=(gho)Y?/fs) und J(a,b)=(da/dx
bldy - daldy bldx) den Jacobi-Operator. Zu beachten sei hierbei nbass der Terrd?y

im Jacobi-Operator (die Advektion der Schichtdickeomalie durch die geostrophische
Strémung) nur formal in der Gleichung enthaltenligblen ist (es gild(,-1y)=0).

Eine noch tiefgreifendere Vereinfachung ergibt sicinch die vollstandige Vernachlassigung

der Divergenz der Stromung. Die Dynamik reduzierth so auf das divergenzfreie barotrope

Modell (die divergenzfreie barotrope Vorticityglbing), das, wie oben erwahnt, das erste
numerische Wettervorhersagemodell war:

0¢, 0¢, 0¢,

+U +V + =0
ot % oax ° oy Ao
bzw.

o0*w _ v IRy +a_LIJ 00w
ot ox oy dy OXx

_IBG_W =-J(¥,0°¥) _ﬂa_w
ox 0X

Eine dritte, in den Anfangen der Wettervorhersage @r theoretische Studien haufig
verwendete Version des barotropen Modells ist dgs &quivalent-barotrope Modell: Um die
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Barotropie-Bedingung (der Wind andert sich nichtt mer Hohe) abzuschwéachen aber
trotzdem ein einfach zu behandelndes System zltemhaird hierbei angenommen, dass sich
der Betrag der Stromung, jedoch nicht ihre Richfunij der Hohe andern darf. Das vertikale
Profil A(p) der Stromung sei dabei unabhangig vom(®st) und der Zeift), Die horizontale
Stromung(u,v) kann so alsA(p)(<u>(x,y,t),<v>(x,y,t)) geschrieben werden, wobei <> das
vertikale Mittel bezeichnet (Es gilt <A> =1). Hiewurde (wie in meteorologischen
Anwendungen utblich und um den Vergleich mit deetatur zu erleichtern) in der vertikalen
das p- anstelle des z-Systems verwendet (die Gieggn sind hier aber nahezu identisch).
Wird dieser Ansatz eingesetzt und die Variabte<A %> eingefiihrt, so ergibt sich fir das
guasi-geostrophisch aquivalent barotrope Modell dauf3-Ebene) die Gleichung:

2 _ -2 * *
a(|:| A(ps)/] )LlJ =—J(‘-|J*,D2W*)—ﬁai
ot ox

Giiltig ist dieses Modell fir das Niveat fir das gilt: A(p*)=<A?>, das sog. aquivalent-
barotrope NiveauTypische Windprofile ergeben ep¥ von 600-500hPa. Dieses Niveau ist
praktisch identisch mit dem divergenzfreien Nivedi, der Schicht, in der die Divergenz im
Mittel die kleinsten Werte annimmt.

Formal besteht der Unterschied zwischen den dezi Vvorgestellten Versionen des quasi-
geostrophischen barotropen Modells im Fak(w) im Term, der die zeitliche Anderung des
Geopotentials (also die Erzeugung von relativer tigity durch Stretching) beschreibt:
A(py)=0 ergibt das divergenzfreie Modell, in dem die riglatVorticity lokal allein durch die
Advektion von absoluter (relativer plus planetaido)ticity gedndert wirdA(ps)=1 liefert die
Flachwassergleichungen; neben der Advektion vorolates Vorticity liefert hier die
Anderung der Schichtdicke durch die Divergenz/Kageez der Stromung einen Beitrag zur
lokalen Vorticity-Tendenz (‘Pirouetten-Effekt’). DBarameteA(ps) bestimmt die Wirkung
der Divergenz (gemittelt Uber die gesamte Machtigkkes Fluids) auf die Vorticity-
Produktion in der aquivalent barotropen Schichidén Praxis kann durch die Wahl vAips)
vor allem die Phasengeschwindigkeit der Rossby-&Maln Modell modifiziert werden, was
naturlich Konsequenzen fir die Gute der Vorhersag@ndiesem Modell hat. So wurde
dieser Parameter in den damaligen Wettervorhersalgetuning' Parameter eingesetzt und in
Hinblick auf eine méglichst gute Vorhersage einghist

2. Die numerische Ldsung

Natirlich kénnen auch beim barotropen Modell ureiedliche Verfahren (Gitterpunkts,

Spektrale, Semi-Lagrange, fininite Elemente, eieywendet werden, um das System
numerisch zu losen. Hier soll auf das 'klassis€higterpunkts-Verfahren zuriickgegriffen
werden. Exemplarisch behandelt werden soll daggivefreie barotrope Modell. Wie schon
aus den Gleichungen zu vermuten, ist die Erweitpramf das quasi-geostrophische
Flachwasser-Modell bzw. das quasi-geostrophischeivalgnt-barotrope Modell relativ

einfach, wahrend die Losung der 'primitiven’ Flaakser-Gleichungen aufwandiger (und
vom Ansatz verschieden) ist.

wie aus der Gleichung fur das divergenzfreie bapzrvodell

o0*w _ v IRy +a_LIJ 00w
ot ox oy dy OXx

_IBG_W =-J(¥,0°¥) _IBG_W
ox 0X



zu ersehen, gilt es die zeitliche Entwicklung deo®funktion zu berechnen, die nur von der
Stromfunktion selbst abhangt. Aus der Stromfunktikdnnen dann diagnostisch alle
relevanten Parameter (Vorticity, Geopotential-AnbeyaVNind, etc.) bestimmt werden. Die
numerische Aufgabe ist also aus einem gegebeneymfsinktionsfeld (und geeigneten
Randbedingungen) das Stromfunktionsfeld zum nach&eitpunkt (auf einer diskreten
Zeitachse) zu berechnen (analog zur numerischerungdsder Advektions- oder der
Evolutions-Gleichung (Meteorologische Modellierudgmerik erster Teil), wobei in diesem
Fall die rechte Seite (der Antrieb) eine nichtlireeRunktion der vorherzusagenden Grol3e ist).

Konzeptionell ist das Modell wie folgt zu behandelinter Vorgabe geeigneter
Randbedingungen in der x,y-Ebene muss zunachsfladellgleichung als Randwertaufgabe
numerisch fur /ot)=o geldst werden. D.h. aus einem gegetpdreld (und Bedingungen am
aulBeren Rand zur Bestimmung der raumlichen Ablgéoh wird der Antrieb (die rechte
Seite) berechnet. Hierzu werden numerische Apprationen der raumlichen Ableitungen
(bzw. des Jacobi-Operators) benutzt. Die Losund’desson- (oder Helmholtz-) Gleichung

0°0 =G(x,y)

ergibt das qQ/dt)-a:. Dann erfolgt eine zeitliche Extrapolation aus glgk; folgt. Aus diesem
Feld wird ein neuer Antrieb bestimmt, wiederum Bigsson-Gleichung geldst uddin der
Zeit extrapoliert so ergibt sicly zum Zeitpunkt t=2t. Das Verfahren wird auf diese Weise
fortgeflhrt, bis der erwiinschte Vorhersagezeitpdnétreicht ist.

Bevor das Modell numerisch mit einem Gitterpunkesfehren gelést werden kann, muss
zunachst das Modellgebiet festgelegt und auf dieseamentsprechendes Gitter definiert
werden. Zusatzlich mussen die Werte fur die frearameter (f [, g, etc.) festgelegt
werden. Da hier die Gleichungen in kartesischenrioaten und fur di§-Ebene formuliert
sind, kommt als Modellgebiet ein Kanal in zonaleicHung (fir meteorologische
Anwendungen) oder ein rechteckiges Becken (Ozeapbge) in Frage. Als Gitter eignet sich
ein regulares kartesisches Gitter mit NxM Gittelgen, dessen Maschenweite in x- und y-
Richtung nach den zu simulierenden Prozessen (baw. der Rechenkapazitat des
Computers) bestimmt wird. Die Maschenweite undRliezesse bestimmen auch den langst-
maoglichen Zeitschritt dem das Modell integriert dem kann/sollte, da nattrlich das Courant-
Friedrich-Levy Kriterium flr numerische Stabilitgt. Advektions-Gleichung) erfillt werden
muss. Beim divergenzfreien (und quasi-geostropkisciModell wird der Zeitschritt durch
die Wanderung der (relativ langsamen) Rossby-Webestimmt; bei einer Maschenweite
von 300km ist deshalb, je nach Lange der langstessi®/-Wellen und Geschwindigkeit des
Grundstroms, ein Zeitschritt von bis zu ca. eineéan8e moglich (in den primitiven
Gleichungen k&dmen wesentlich schnellere Schwerdew&inzu; der Zeitschritt misste also
deutlich kiirzer gewahlt werden).

Da das Modellgebiet beschrankt ist, missen nociygete Randbedingungen an den auf3eren
Randern des Gebiets festgelegt werden, da ja Ablg#n zu bilden sind, fir die Werte
(Gitterpunkte) au3erhalb (an den Randern) des idetim Gebiets bendtigt werden. Im Kanal
werden typischerweise zyklische Randbedingungex-iRichtung verwendet (alsgp(0,y) =
W(N,y) undP(N+1,y) =@(1,y), wenn 1 der erste und N der letzte Gitterpudds Gitters ist
und y alle Gitterpunkte in y-Richtung bezeichné.den meridionalen (y) Randern (bzw. im
Becken) wird typischerweise angenommen, dass drenBleKomponente der Strdomung am
Rand verschwindet (kein Transport Gber den Randy Kann erreicht werden, indemals
konstant (=0) am Rand angenommen wird (also im Kapg,0)=0, d(x,M+1)=0.).
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Bemerkung: da fur die Stromung nur die Stromfumdemomalien (Gradienten) zahlt und das
raumliche Mittel keine Rolle spielt, wird diesegeeist auf O gesetzt.

Um den Modellablauf in die Tat umzusetzen missem moch die numerischen

Approximationen der einzelnen Komponenten festdelegden, also fur die Berechnung des
Jakobi-Operators, des Laplace-Operators, der huafmn Ableitungen, der Lésung der
Poisson- (Helmholtz-) Gleichung und der Extrapolatn der Zeit:

Der Jacobi-Operator
Es gibt verschiedene Madglichkeiten den Jacobi-Qperadurch Differenzen zu
approximieren. Diese folgen aus den unterschiedticdnalytischen Formulierungen:

dadb_dadb
ox 0y 0y Ox

= i(a@)—i(a@)
= OS2 03

J(a,b)

Zur Diskretisierung werden jeweils der Gitterpusktbst, 0=(i,j), sowie die 8 umliegenden
Gitterpunkte (1-8) verwendet, die wie in der natddaden Skizze gezeigt angeordnet sind:

6=(i-1,j+1) | 2=(i,j+1) 5= (i+1,j+1)
3=(i-1,)) 0 =(i,j) 1=(i+1,)
7 = (i-1,]-1) 4=(ij-1) 8 = (i+1,j-1)

So ergeben sich folgende Differenzenoperatoren (i drei oben angegebenen
Formulierungen:

J, = 2 a4)(b1 - b3)}
J, = (bﬁ_b7)_a2(b5_b6)+a4(b8_b7)}
J; = —{ b,(as — a,) —b,(a; —a;) ~by(as —a;) + by(a; —a;)}

ZTAVIAVY

Die wirklich verwendete Approximatiod) ergibt sich dann als Linearkombination v@nJ,
undJ: J = a J + B X + yJs. Arakawa (1966) konnte zeigen, dass die Kombinatioin
a=[=)=1/3 die geeignetste ist, da so die wichtigen Integrgkkschaften, Energie- und
Enstrophie-Erhaltung, des Systems gewahrleistdt sin

Der Laplace-Operator

2 2
Der Laplace-Operator]® = %+% kann durch zentrierte Differenzen approximiert
y
werden:
DZWG,j):DZWO— (lP +Y, 2LIJ)+ (lP +W¥, -24,)



mit den Indizes wie fur den Jacobi-Operator.

Horizontale Ableitungen

Auch fir die Ableitungen in x- und y-Rlchtung—( ) kénnen zentrierte Differenzen
oy

verwendet werden:

16)4 2A
ay 20y

Lésung der Poisson- (Helmholtz-) Gleichung
Ein wichtiger Bestandteil des barotropen quasi-tyephischen Modells ist die Losung einer

Poisson- I°©=G X y ) bzw. Helmholtz- (0° + 1)@ =G x y ) Gleichung, um zu jedem
Zeitschritt® aus einem bekannt&(x,y) zu bestimmen. Eine Mdglichkeit bietet hier das.sog

'‘Gaul3-Seidel' Verfahren, bzw. seine als 'Succes€lver-Relaxation' (SOR) bekannte
Verbesserung, die hier an der Poisson-Gleichungrémkerden sollen:

Der Ausgangspunkt ist diskrete Darstellung des a@plOperators (s. oben). setzt man diesen
ein, so ergibt sich fir die diskrete Poisson-Glerah

DZGO—GO=§(®1+® -20)+ 4 (e +0,-20,)-G,=0

formal lasst sich hieraus fur jeden Gitterpunkta® djesucht®, bestimmen. Dieses hangt
jedoch von den andern (ebenfalls unbekann&ah den Gitterpunkten 1,2,3 und 4 ab. Eine
direkte LOsung ist also nicht mdglich, eine appnaiive LOsung kann aber iterativ gefunden
werden. Hierzu wird zunéchst fur einen beliebig gemebenes Anfangsfeld fi® (z.B.
Uberall O oder, vielleicht gunstiger, d& zum vorhergehenden Zeitschritt) der Fehler
g0=(0°Q, - G,) nach obiger Formel bestimmt und jed®@sum diesen Fehler korrigiert. Es

ergibt sich so ein neu& (©,) zu

2 )

1 —_ 2
eo - OO+€O/(F+Ay

( (O +®3)+ (@ +0,)- G)/( Aiyz)

Ist mit Hilfe dieser Formel fiur jeden Gitterpunkh @euesd bestimmt, beginnt das Verfahren
von vorn (Bestimmung des Fehlers und Berechnunghdesn®), bis ein Mald des gesamten
Fehlers (z.B. die Summe der Fehlerquadrate UbeiGatterpunkte) einen vorgegebenen Wert
unterschreitet, bzw. bis eine vorher festgelegtezahh an Iterationen erreicht ist.
(Bemerkung: wie zu ersehen ist, kann ein neBeauch ohne vorherige Berechnung des
Fehlers bestimmt werden).



Dieses Verfahren ist jedoch noch nicht das '‘Gau@e8é&/erfahren, sondern wird als Jacobi
Methode bezeichnet. Die Jacobi Methode ist zunregdtt praktikabel, da das Ergebnis viel
zu langsam gegen die wirkliche Losung konvergiges 'Gaul3-Seidel' Verfahren verbessert
die Konvergenz erheblich. Der ‘Trick' ist, dass Bestimmung vor®, nicht allein die ‘alten’

© verwendet werden, sondern, sobald verfiigbar, @igem® eingehen. Wird z.B. das
dargestellte Gebiet bei jedem Iterationsschritt wben links zeilenweise nach unten rechts
durchlaufen, so sind bei der Bestimmung @gbereits neu® an den Gitterpunkten 2 und
4 vorhanden und das ne@g ergibt sich zu

o, 1 , 1 , 2 2
eo_(m(efl'@s)'*'_(@z+@4)_G0)/(F+ )

Ay? Ay?

Im GauR-Seidel Verfahren sind typischerweldep/4 Iterationen fiir ein Gitter der GroRRe
NxN erforderlich um den Anfangsfehler um den Faktof ¥Q reduzieren (was in etwa eine
Verbesserung um den Faktor 2 zur Jacobi Methodspeadiit), was immer noch ein relativ
grof3er Aufwand ist. Eine deutliche Reduzierungeie&ufwands kann durch das 'Successive
Over-Relaxation' (SOR) Verfahren erreicht werdererhvird so vorgegangen, dass das alte
© nicht mit dem Fehlerg, sondern mitw g korrigiert, wobei 1 <w < 2. Der Fehler wird also
(wie der Name des Verfahrens schon sagt) 'Ubertientée Es folgt somit:

. 2 2
O, = 9, t0g, /(_AXZ +_Ay2)
1 , 1 , 2 2
= eo +w(AX2 (61 +G3_260)+ Ay2 (62 +G4_2®O)_GO)/(AX2 + Ayz)

Auch hier werden wiederum alle bereits verfiighanenen® verwendet. Die Anzahl der
bendtigten Iterationen zur Reduzierung des Anfaetdefs um den Faktor T0/erringert sich
bei optimaler Wahl vorw theoretisch auf etwd p/3, also etwa um den Faktor N im
vergleich zum Gaul3-Seidel Verfahren. Leider ist \lahl des optimalenv problematisch
und fir 'normale’ meteorologische Probleme nur igsgh’ moglich.

Die Lésung der Helmholtz Gleichung erfolgt analogbei der diskrete Laplace-Operator um
den Term\®q zu erweitern ist.

Natirlich gibt es auch andere Methoden zur LoswergPdisson- (Helmholz-) Gleichung, wie
z.B. Verfahren mit Hilfe der Fourierzerlegung odex Mehrgitterverfahren.

Die zeitliche Ableitung

Zur Extrapolation in der Zeit, d.h. Berechnung tiésrtes zum neuen Zeitpunkt, muss auch
das Differential in der Zeit numerisch approximiertrden. wie bereits aus der Evolutions-
und Advektions-Gleichung bekannt gibt es auch bigerschiedliche Verfahren. Prinzipiell
kann jedes numerisch stabile Verfahren verwendetdeve Durch die Komplexitat
(Nichtlinearitat) der Gleichung sind implizite Varren zumeist aber nicht praktikabel. In der
Meteorologie ist das Leapfrog Schema (ein Zweistleifahren, s. Evolutionsgleichung),
zusammen mit dem Robert-Asselin Filter zur Verhindg des kinstlichen ‘Computational-
Modes', weit verbreitet und soll deshalb auch aregewendet werden:



W(t+At) = W (t - At) + ZA{Z—T)

W' (1) = W(t) + F[W(t + A1) + W' (t - AL - 29 (1)

Mit der FilterkonstanterF (typischerweise 0.1). Da beim Leapfrog zwei Zestsdn zur
Berechnung der nachsten bendtigt werden, muss afanédrein anderes Verfahren (z.B.
explizit Euler) eingesetzt werden.

3. Umsetzung in die Praxis

Die praktische Umsetzung des oben vorgestellterotimggen Modells erfordert relativ
umfangreiche Programmierarbeit, bei der naturgewid Fehler begangen werden kénnen
(gedankliche wie technische). Es bietet sich as,Madell nicht in einem Stlick zu schreiben,
sondern in kleinen Abschnitten, die dann separat imanZusammenarbeit getestet werden
kénnen (modulare Vorgehensweise). So werden naach nath Subroutinen einzelner
Komponenten des Modells erstellt und im Hauptprogna zusammengefuhrt. Diese
Komponenten kénnen sein:

- Eingabe und Ausgabe

- Erstellung des Gitters

- Bildung von rdumlichen Ableitungen

- Bildung des Laplace-Operators

- Bildung des Jacobi-Operators

- Zeitliche Extrapolation

- Losung der Poisson- (Helmholtz-) Gleichung
- Berticksichtigung der Randbedingungen

- Usw.

Die Erstellung des Hauptprogramms kann am BeginnAdeeiten stehen. Hier gilt es den

spateren Ablauf im Modell (wie oben beschriebengime Programmstruktur um zu setzten,
auch dies kann durch den Einsatz von Subroutinemifizelne Programmblodcke erleichtert
werden. Ferner muss Uberlegt (und umgesetzt) wevdelche (globalen) Variablen (Skalare

und Felder) bendtigt werden und welche Namen (rabigli selbsterklarend) diese erhalten
sollen. Diese Variablen werden am besten in eimeodul’ definiert und vorbelegt. Es kann

nicht schaden, schon Aufrufe der spateren Subrewntiir die einzelnen Komponenten an die
entsprechenden Stellen einzufligen, die in diesasd’hoch Platzhalter Routinen (die nichts
tun) aufrufen. Diese Platzhalter konnen dann spé@seh und nach durch die wirklichen

Komponenten ersetzt werden. Sobald ein solchesgd#elr Hauptprogramm erstellt wurde,

sollte es getestet (kompiliert) werden.

Als zweiter Schritt bietet sich die Ein- und Ausgaim. Parameter, die das Modell spéter von
aul3en steuern mussen eingelesen werden. Mdogliciserwsollen auch Startdaten des
vorherzusagenden Feldes (z.B. der Stromfunktionyedesen werden. Herausgeschrieben
werden natirlich die Ergebnisse (welche, wann,?gtcaber auch die Ausgabe von
Kontrollvariablen ist sicher sinnvoll. Die Wahl désrmats des Outputs ist eine wichtige
Entscheidung.

Nach diesen mehr technischen Vorbereitungen kahdenieigentlichen 'Physik' des Modells
begonnen werden. Zunachst wird das Modell initatts D.h. Parameter, die noch nicht
belegt sind, bzw. die von der Eingabe abhangenoded/berechnet werden mussen, werden
gesetzt. So wird z.B. hier auch das Gitter auf dgrechnet wird initialisiert, d.h. seine



numerische Dimension (meist schon als Parametemiodul' festgelegt) in physikalische
GroRRen (Lange, Breite, Gitterpunktsabstande, etmyesetzt. Nattrlich missen auch die
Startfelder belegt werden (soweit sie nicht vonesu@&ngelesen werden).

Es folgt dann der Einbau aller anderen Komponerftubroutinen), die noch bendtigt
werden. Dabei sollte auf jeden Fall stdndig geteserden. Teilweise (bei komplizierten
Komponente, wie dem Ldsen der Poisson-Gleichungh ks sinnvoll sein die Komponente
unabhangig vom Rest des Modells zu testen.

Wenn alle Komponenten zusammen und getestet sintite svor den eigentlichen

Rechnungen noch ein Test der 'physikalischen' Riokit des Modells erfolgen. D.h. die
numerische Losungen bestimmter Probleme sollterbekannten (im Idealfall analytischen,
ansonsten mit Arbeiten Anderer) Losungen verglichemden. Fur das barotrope Modell
bietet sich die Rossby-Haurwitz Welle (s. Ubung€&hebretische Meteorologie') als ein
Testfall an, da sie ja eine analytische Losungrdemtlinearen Gleichung ist. Stimmen die
Losungen des Modells mit der bekannten Losungemeiibeso kann 'guten Gewissens' mit
den wirklichen Experimenten begonnen werden.

4. Der Code

Ausgehend von dem oben Geschriebenen und der Jogesoll ein barotropes Modell

programmiert werden, das die divergenzfreie VdgtiGleichung auf der Beta-Ebene mithilfe
der Gitterpunktsmethode in einem Kanal 16st. Alssgangspunkt kann das vorgefertigte
Programm 'baro.f90' verwendet werden, das beraiigee Komponenten des kompletten
Modells enthalt (wird in den Ubungen/der Vorlesimagprochen ).

Um ein vollstandiges System zu erhalten, missembieh folgende Subroutinen geschrieben
und in den Code integriert werden, die zur ZeitasrRumpf' vorhanden sind:

e sor: Losung einer Poisson-Gleichung (inverser Laplacgthilfe der 'Successive
Over-Relaxation' (SOR)

* mkdfdx: Berechnung der Ableitungen in x-Richtung

* laplace: Anwendung des Laplace Operators auf ein Feld

e jacobi: Anwendung des Jacobi Operators auf zwei Felder
» euler: Durchfuihrung eines expliziten (Euler) Zeitsclsritt
leapfrog: Durchfuihrung eines Leapfrog Zeitschritts (mitt&ii)

sor

Die Losung der Poisson-Gleichung mit dem SOR Veeiahst der wohl aufwéndigste und
zentralste Teil des Modells. Von den Modellparametand Variablen werden hier die
Dimensionen der Felder, die Gitterpunktsabstande imd y-Richtung sowie ein Input-Feld
(im spateren Modell die Vorticity-Tendenzen) begttiAls Output wird der inverse Laplace
des Inputs an das Modell zurickgegeben (d.h. drenfunktionstendenzen). Im der
vorhandenen 'dummy’ Routine wird dem Rechnung getra

subrouti ne sor (pdf, pf, pdx, pdy, kx, ky)
inmplicit none

subroutine sor conpute the inverse Laplacian froma given field
by using the Successive OverRel axati on nethod (SOR)

i nteger :: kx I x di nension
i nteger :: ky I 'y di nension
real :: pdx I x grid point distance
real :: pdy I 'y grid point distance
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real :: pdf(0:kx+1, 0: ky+1) I input: field
real :: pf(0:kx+1, 0: ky+1) I output: inverse Laplacian of input

return
end

Beachte, dass hier die Felder inklusive der Radioheensioniert sind.

Um aus diesem Rumpf die gewlinschte Subroutine zviakeln, kann dieser Code nun um
folgende Teile ergénzt werden:

berechne einen Anfangsfehles$((0°Q, — G, ), s. Abschnitt SOR oben)

(Uber-) korrigiere die Anfangslésung

berechne einen neuen Fehler

wiederhole 2 und 3 bis ein globales Mal3 des Fetit&m genug' ist (bzw. um den
Faktor x kleiner als der Anfangsfehler)

e

Es ist gunstig hierbei u. a. Folgendes zu beach#@nSetzte nach jeder lteration die
Randbedingungen neu (z.B. durch Aufruf der entdmeden Subroutine). b) Die Genauigkeit
des Computers ist nicht beliebig hoch, der Fehdemnkalso nicht beliebig klein werden (starte
zunachst mit einer kleinen Verbesserung, z.B. Fak®). c) Setzte ein Maximum der
Iterationen die durchgefuhrt werden sollen, um hieine 'Todschleife’ zu produzieren
(Theoretisch sollten bei NxN Gitterpunkten (N pi&rationen nétig sein, um den Fehler um
den Faktor 19zu reduzieren).

mkdfdx

Zur Berechnung der x-Ableitung mithilfe zentriertddifferenzen werden folgende
Modellparameter und Variablen bendtigt: Die Dimensin der Felder, der
Gitterpunktsabstand in x-Richtung sowie ein Inpatd Als Output wird die x-Ableitung des
Inputs an das Modell zurlickgegeben. Dies siehtidiemy-Routine folgendermalf3en vor:

subrouti ne nkdf dx( pf, pdf dx, pdx, kx, ky)
inmplicit none

subrouti ne nkdf dx computes x derivation froma field
using central differences

i nteger :: kx I x-di nensi on

i nteger :: ky I y-di nensi on

real :: pdx I x grid distance

real :: pf(0: kx+1, 0: ky+1) I input: field

real :: pdfdx(0:kx+1,0:ky+1) ! output: dfield/dx
I

return

end

Die Berechnung zentrierter Differenzen wurde bereiim letzten Semester
(Advektionsgleichung) getibt und sollte hier keiolitem sein.

laplace

Auch der Laplace Operator soll durch zentriertefdd@nzen dargestellt werden (s. Text
oben). Die Dimensionen der Felder, die Gitterpuaibssande in x-und y-Richtung und das
Inputfeld werden an die Subroutine Gbergeben, dgstais wird zurtickgeliefert:

subroutine | apl ace( pf, pdf, pdx, pdy, kx, ky)
inmplicit none
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! subroutine | apl ace conputes the laplacian froma field

i nt eger kx I x-di nensi on

i nt eger ky I y-di nensi on

real :: pdx I x grid distance

r eal pdy I y grid distance

r eal pf (0: kx+1, 0: ky+1) I input: field

r eal pdf (0: kx+1, 0: ky+1) I output: Laplacian
I

return

end

Die Berechnung des Laplace Operators kann nuntlengiementiert werden.

jacobi

Die Programmierung des erhaltenden Jacobi-Operatact Arakawa (s. oben) erfordert
etwas mehr Programmieraufwand und besondere Sobgiadlen Indizes. Ubergabeparameter
an/von der Subroutine sind hier die DimensionenFkidder, die Gitterpunktsabstande in x-
und y-Richtung, die beiden Input-Felder und (algpat) das Ergebnis:

subroutine jacobi (pl, p2, pj, pdx, pdy, kx, ky)
inmplicit none

subroutine jacob
Ar akawa (1966)

conputes the jacobi operator according to

jacobi (1,2)=(j1+j2+j 3)/3. after Arakawa 1966

i nt eger kx I x-di nensi on
i nteger :: ky I y-di nensi on
real :: p1(0:kx+1,0:ky+1) ! input: field 1
real :: p2(0:kx+1,0:ky+1) ! input: field 2
r eal pj (0: kx+1, 0: ky+1) ! output: jacobi(1,2)
r eal pdx I x grid distance
r eal pdy I y grid distance
I
return
end

Bei der Implementierung des Jacobi-Operators istgésstig Hilfsfelder (fur die drei
unterschiedlichen Darstellungsweisen) zu verwend#ie, dann natirlich entsprechend
deklariert werden missen.

euler

Die Durchfihrung eines (expliziten) Euler Zeitstisrist leicht zu programmieren. Von den
Modellparametern und Variablen werden hier die Disienen der Felder, der Zeitschritt, das
Feld der Tendenzen und das aktuelle Feld (Zeitpt)nkendtigt. Als Output wird das Feld

zum Zeitpunkt (t+1) an das Modell zurtickgegeben.den vorhandenen 'dummy' Routine
wird dem Rechnung getragen:

subrouti ne eul er (pf m pdfdt, pf, pdel t, kx, ky)
inmplicit none

! subroutine euler does an explicit Euler tine step

i nt eger kx I x di nension

i nt eger ky I 'y di nension

r eal pdel t I time step [s]
r eal pf m(0: kx+1, 0: ky+1) I input f(t)

r eal pdf dt (0: kx+1, 0: ky+1) ! input tendency
r eal pf (0: kx+1, 0: ky+1) I output f(t+1)

12



return
end

Um diese dummy Routine zu komplettieren ist eigemthur noch eine Zeile notig.

leapfrog

Im Vergleich zum Euler ist das (gefilterte) Leagfr&erfahren ein wenig schwieriger zu
implementieren (auch wenn es bereits im letzteneStan anhand der Advektionsgleichung
gelbt wurde). Von den Modellparametern und Variaberden hier die Dimensionen der
Felder, der zweifache Zeitschritt, das Feld derdeezen, das aktuelle Feld (Zeitpunkt t) und
das (gefilterte) Feld zum Zeitpunkt (t-1) bendtigls Output werden das neue Feld zum
Zeitpunkt t und das neue gefilterte Feld zum Zeiighu-1 an das Modell zuriickgegeben. Im
der vorhandenen 'dummy' Routine ist vorgesehens dis alten Felder mit den neuen
Uberschrieben werden:

subroutine | eapfrog(pf, pf m pdf dt, pdel t 2, kx, ky)
inmplicit none

subroutine | eapfrog does a | eapfrog tinme step
with Robert Asselin filter

i nteger :: kx I x di nension
i nteger :: ky I 'y di nension
real :: pdelt2 I 2.* tinestep
real :: pf(0:kx+1, 0: ky+1) I input/output f(t)
real :: pfm(0: kx+1, 0: ky+1) I input/output f(t-1) (filtered)
real :: pdfdt(0: kx+1, 0: ky+1) ! input tendency
I
return
end

Das leapfrog Verfahren kann hier nun relativ leichth den oben im Text stehenden (und in
der Vorlesung besprochenen) Formeln implementiestden. Beachte die am Ende zu
erfolgende Umspeicherung (t) -> (t-1) und (t+1)5>

5. Die Aufgaben

5.1. Erstellung des ModellsErstelle mit Hilfe des oben Geschrieben, des in\t&lesung
gelernten und (u.U.) der Beispiel-Programme auflianepage’ das barotrope divergenzfreie
Modell und teste es anhand der Rossby-Haurwitzé&Vell

Im code 'baro.f90" sind fur diesen Test bereitstffalle Einstellungen vorhanden: Im Module
baromodsind die DimensioneNX und NY des Kanals auf 64 bzw. 32 gesetzt, die Lange
(xchanne) und Breite ychanne) auf 360° und 40°, die zentrale Breitkat) auf 50°N und der
Zeitschritt @delt) auf 1200s. In subroutinmitial wird die Anfangs-Stromfunktion mit einer
Welle der Wellenzahl 1 in x-Richtung (0.5 in y-Righg) belegt. EsS muss nur noch die
Anzahl der zu rechnenden Zeitschritteun) festgelegt werden. Am Anfang solheun auf 1
belassen werden. Sollte hier das Ergebnis richigse@hen, kann ein entgultiger Test mit
nrun=100 erfolgen.

5.2. Versuche zur barotropen Instabilitds kann gezeigt werden (z.B. Holton) dass unter
gewissen Umstanden eine zonal symmetrische Strorarairop instabil werden kann, d.h.
dass (anfangs kleine) Stérungen dem Grundstrontigaie Energie entziehen und dadurch
anwachsen. Desgleichen ergeben sich auch Situafiomelenen Stérungen ihre kinetische
Energie an den Grundstrom abgeben (barotrope Efbduf der globalen Skala ist dieser
Prozess dominierend).
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Eine Bedingung fur barotrope Instabilitdt eines aen Jets ist das Vorhandensein einer
Nullstelle der absoluten Vorticity (allgemeinery g@tentiellen Vorticity) d.h.

9] _
p=57 =0

irgendwo (bei einer kritischen Breiyg). Hierbei ist [J] der zonal gemittelte Zonalwind (Jet).

Um barotrope Instabilitat/Stabilitdét zu untersuché&dnnen unterschiedliche idealisierte
Zonalwindjets analytisch oder mithilfe numerischidiodelle studiert werden. Wéhrend
(relativ leicht) gezeigt werden kann, dass die Ama eines einfachen Cosinus-Profils
([U]=cos(@@y/B), mit B=Breite des zu untersuchenden Kanals) nur stalitarsingen liefert,
kann das Profil

_ Yiax g _ 4
U= cos%y»

barotrop instabil seinUmax ist hierbei die Windgeschwindigkeit im Zentrum désts).
Untersuchungen zeigen, dass je nach Starke desudet®Vellenzahl der Stérung sowohl
Stabilitat als auch Neutralitét und Instabilitat fteeten kann. Wobei gilt: Ab einer
Mindestgeschwindigkeit des Jets sind Wellen biginer bestimmten WellenlangefLstabil
(geben ihre Energie an den Grundstrom ab), We#agdr als L. und kirzer als eine zweite
kritische Wellenlange (@) sind instabil (gewinnen Energie aus dem Grundsfrand sehr
lange Wellen (L > ) sind neutral (ihre Energie bleibt konstant). Higse drei Klassen gilt
folgendes:

1. Stabil: Phasengeschwindigkeit der Welle ist gro@ls die Jet-Geschwindigkeit bei der
kritischen Breite

2. Instabil: Phasengeschwindigkeit der Welle istsipo aber kleiner als die Jet-
Geschwindigkeit bei der kritischen Breite

3. Neutral: Phasengeschwindigkeit der Welle istatigg

Wobei sich die Jet-Geschwindigkeit bei der kritesgsh Breite, und damit die
Phasengeschwindigkeit der Welle, die Bereich 1 @Bedeich 2 trennt Gn), aus der
Instabilitatsbedingung und dem Jetprofil ermittéisst:

— _Umax _E
[UI(y.) —Cn—T A’

Untersuche/Verifiziere mithilfe des barotropen Mitglelie Stabilitatseigenschaften des o.a.
Jets. Variiere hierzu bei festgehalterign.x die Wellenzahl der aufgepragten Stérung und
betrachte das zeitliche Verhalten der kinetischear§ie der Stérung und des Grundstroms.
bei welchen Werten liegen die kritischen zonalenll®&ngen? Wie entwickelt sich die
horizontale Struktur (Phasenlage) der instabileth der stabilen Welle mit der Zeit? Hierbei
sollen folgende Parameter gewéhlt werden:

- Kanal wie im Original-Modell.
- Meridionale Wellenzahl der Stérung=0.5 (wie imgbval)
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Anmerkungen zur Durchfihrung: a) Um das vorgegelst+Profil in das Modell einzubauen,
mussen die Randbedingungen geandert werden (sui@dadundary). Bisher wurde dort die
Stromfunktion an den meridionalen Randern auf Neketzt (was keinen Jet zuldsst). Als
neue Randbedingung (in y) kann das zonale MittelSteomfunktion an den Punkten y=1
(far 0) und y=NY (fur NY+1) genommen werden.

b) In subroutine initial muss die Anfangsstromfuaiktum den Jet erweitert werden. Beachte:
In Stromfunktion schreibt sich das Profil:

= Yrax (B 27
[¥]=-—"(y 2nsm(By))

c¢) In subroutine initial kann auch die x-Wellenzdel Storung eingestellt werden (parameter
zk)

d) Es ist moglicherweise gunstig, die Energiediagikalirekt in das Modell einzubauen (z.B.
in subroutine baroout). Aufteilen in Grundstrom tér8ng nicht vergessen.

e) Durch numerisches Rauschen (UngenauigkeiterVddahrens und des Rechners) sollte
nicht unbedingt erwartet werden, dass neutrale &vellirklich neutral sind.

5.3. Eine Wettervorhersage:Das divergenzfreie barotrope Modell war das erste
funktionierende numerische ‘'Wettervorhersagemod@&burch die groRe Anzahl an
Vereinfachungen, die in das Modell einflieRen, kam natirlich nicht mit den heutigen
Modellen der Wetterdienste konkurrieren. Trotzdethzu Testzwecken eine Vorhersage mit
dem in der Ubung programmierten Modell gewagt wer@azu stehen auf dem file input.dat
auf der 'homepage', als Anfangs und Verifikatiotealsatz, 6-stiindliche Geopotentialdaten
auf dem Modellgitter (64x34; d.h. gesamte Kanatbrencl. Rand) fur den Zeitraum
14.02.1962 00:00 bis 24.02.1962 00:00 (grofRe HagavuSturmflut 15.-16.02.1962) bereit.
zusatzlich ist mit dem file input.ctl ein grads-tah file zum plotten dieser Daten gegeben.

Anmerkungen zur Durchfihrung: a) Zum Einlesen kam subroutine initial verwendet
werden. Bei den Daten handelt es sich um einernronafieerten file, der mit den Befehlen

open(11,file="input.dat’,form="unformatted’)
read(11) f(1:NX,0:NY+1)
close(11)

gelesen werden kann (ein mehrfaches read Uberspmigpunkte und so kénnen andere
Anfangswerte gewahlt werden).

b) Da es sich um Geopotential handelt, missen digé\durch fO geteilt werden, um eine
Stromfunktion zu erhalten.

c) Wichtig sind hier die Randbedingungen. Um dasd®lio stabil zu halten, sollte die
Stromfunktion am Nord- und Siddrand (0 und NY+1) aeih Anfangswert festgehalten
werden. Dazu reicht es in der subroutine boundasySktzten der Randbedingungen fur diese
Punkte zu entfernen.
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