Ubungen zu Meteorologische Modellierung Teil ‘Grundagen der Numerik'

4 Diskretisierung in Raum und Zeit: Die nichtlineare Advektions- und Transport-
gleichung (unviskose und viskose Burgers-Gleichung)

Kurzzusammenfassung

Bisher wurde die numerische Behandlung der Advek(io Verbindung mit Diffusion) am
Beispiel der linearen Advektionsgleichung (bzw. ngjortgleichung) behandelt. Es wurden
Verfahren und Bedingungen diskutiert, die gewaktd#i, dass numerische und analytische
Losung einander benachbart bleiben, also numeriStaleilitat herrscht. Zusatzlich wurden
Amplituden und Phasenfehler einzelner numerisclegfaliren untersucht.

Geht man nun zu den nichtlinearen Gleichungen Uls, ergeben sich neue

Herausforderungen. So kann es (bei der Gitterporéttsode), trotz der Verwendung eines im
linearen Fall stabilen Verfahrens, vorkommen, ddis numerische Losung ‘explodiert'.
Ursache ist die nichtlineare Wechselwirkung zwiscihanomenen auf unterschiedlichen
raumlichen Skalen (Wellen-Wellen Wechselwirkungg du Umverteilung von Energie im

raumlichen Spektrum fuhrt. Dies, die damit verburete numerischen Probleme sowie
geeignete Losungsverfahren sollen anhand der mehten Advektionsgleichung (unviskose
Burgers-Gleichung) diskutiert werden. Eine wichtiggweiterung ergibt sich mit der

nichtlinearen Transportgleichung (viskose Burdelsichung), die eine haufig verwendete
Testumgebung fur numerische Verfahren darstellt.

Die nichtlineare Advektionsgleichung (unviskose Bugers-Gleichung)
Untersucht werden soll hier die eindimensionaléthiimeare Advektionsgleichung
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(auch unviskose Burgers-Gleichung genannt). DielsgclBung hat die analytische Loésung
u(x,t)=f(x-ut), wobeif eine beliebige Funktion ist. Auch wenn diese L@smuanachst wie die
der linearen Advektionsgleichung erscheint, seisbemerken, dadsselbst wiederum eine
Funktion vonu ist, es sich also um eine implizite Gleichung @iihandelt. Eine 'praktische’
Losung lasst sich nur fir wenige Falle finden.

Eine 'formale’ (geometrische) Lésungsmaoglichkeétdti die Methode der Charakteristiken:
Hierbei wird von der Lagrangen Betrachtungsweisbr&ech gemacht:

%:O
dt

D.h. die Geschwindigkeiti bleibt fiir jedes Teilchen (Punkt) zeitlich kongtaDie Pfade
(Charakteristiken) der Teilchen sind also Geradérder Steigungi(Xo,t=0):

X=Xot U(Xo,t=0) t

Wobei u(xo,t=0) die Geschwindigkeitu zum Zeitpunktt=0 fur den Startpunkix, eines

Teilchens bezeichnet. Dau(x,t=0) i.a. im Raum variiert, schneiden sich zwei
Charakteristiken nach einer bestimmten Zgit Es kommt somit zum Aufbau von
Diskontinuitdten (Schock-Wellen) und nach dem Zewyg t. kann ein Teilchen mehr als



einen Aufenthaltsort haben, was als unphysikaligahverwerfen ist. Eine physikalisch
sinnvolle Lésung kann damit nur lisangegeben werden.

Dieses Verhalten der Lésung wird durch den nichdhnen Term bestimmt, dessen Effekt nun
(an einem Beispiel) ndher untersucht werden solt: M¢hmen (der Einfachheit halber) an,
dass die x-Abhéangigkeit vanzu jeder Zeit durch eine Sinus-Reihe gegebelsb;

u= iu n(t)sin(zTﬂnx)

mit der Wellenzahh, der zeitabh&ngigen Amplitudg,(t) und der LAnge des Grundintervalls
L. Nach Einsetzen in Gleichung (1) ist zu erkenrgass sich jeweils Wechselwirkungen
zwischen zwei Wellem; und n, ergeben, die zu zeitlichen Anderungen worin den
Wellenzahlem;+n, undn;-n, fihren, da

u—=ZU sm( nx)ZZHnU cos(zfn X) = ZZZﬂnU U, sm( nx)cos(zfn X)
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Es findet also durch die Nichtlinearitat ein Tram$pson Impuls und Energie zwischen den
einzelnen Teilen des Wellenspektrums statt. Bigigtt vorhandenen Wellen-Moden kénnen
entstehen. Diese Eigenschaft der nichtlinearen kiitwesgleichung beeinflusst auch die
numerischen Verfahren, wie nun an der Gitterpunktoge (Finite Differenzen) und der
spektralen Methode gezeigt wird.

Finite Differenzen (Gitterpunktsmethode)

Ist die x-Achse, wie bei der Diskretisierung mitt&ipunktsmethoden tblich, durch Punkte
unterteilt und die Funktionswerte nur an diesenkRemdefiniert, kbnnen nur Wellen bis zu
einer bestimmten Landen = 2Ax reprasentiert werden. Seian den Punktef, AX, 2AX,...,
JAX, ..., MAX (M gerade) definiert, dann geht die Sinus-Reihe iiber

M /2

u= ZU (t)sm(—nj) mit. = MAX

Die Wellenlange ist allgemein duréh=L/n = M/n Ax gegeben. Sie betragt fir die langste
Welle (h=1) 2 =M Ax und fur die kirzeste, noch auflésbare WetleNI/2) 1 =2 Ax. D.h.
Wellenzahlenn > M/2 (A <2Ax) kann das Gitternetz nicht adaquat beschreibea. Si
erscheinen vielmehr durch 'Schwebung' als falstérpretierte langere Wellen. Beispiel (s.
Abbildung 1): Sei z.BM=4, n=3, d.h. 1 =4/3Ax, dann wéare diese Welle durem(6z/4 |)
gegeben (durchgezogenen Kurve). Da die Werte aberan den Gitterpunktep=0,...,4
bekannt sind, wird eine Welken(2z/4 j) vorgetauscht (alsn = 1; gepunktete Kurve).



Allgemein: Die nichtaufgeloste Wellen{ > M/2) sei durchng=M/2+n* mit n*=1,2,...
gegeben, dann wird

sSin(2z/M ng j)=sin(2xj-(27j-27/M ng j))=-sin(2z/M(M/2-n*)))
Die fiktive Wellenzahl der 'Schwebung' ist also
Na= M/2-n* =M-ng

Es findet damit eine Spiegelung der Wellenzahlum die GrenzwellenzatW/2 (‘Nyqvist-
Frequenz') statt. Dieser Effekt der falschen Imtgiion von kurzen Wellen wird Aliasing
genannt (die fiktive Wellenzalnl Alias-Frequenz)

In Hinblick auf die numerischen Losungen ist dersemliche Punkt, dass bei jedem
Zeitschritt neue Wellen der Wellenzahj+n, produziert werden (s. oben). Diese kénnen
moglicherweise nicht aufgelést werden und werden at® Welle der Wellenzahha
interpretiert, was besonders im kurzwelligen Bdrales Spektrums zu einer Akkumulation
von Wellenenergie fuhren kann. Dies kann dann (dofere Sicht) zur 'Explosion’ der
numerischen Losung flhren. Dieser Effekt wird Hidlefre Instabilitdt genannt.

Gegen die nichtlineare Instabilitat hilft keine Regbtrung des Zeitschritts und der
Gitterpunktsabstande. Im Wesentlichen sind zwei é@eal3nahmen gebrauchlich: Zum
einen kénnen kirzere Wellen genligend stark gedadpit ganzlich eliminiert werden. Dies
kann entweder durch eine zusatzliche Diffusion, .z@er Form AG*UoX (A>0;
Diffusionskoeffizient), erfolgen, oder durch einflerenzenverfahren, das automatisch eine
Glattung bewirkt (z.B. upstream, Lax-Wendroff-Vdnfan). Vollstandig eliminiert kbnnen
kurze Wellen dadurch werden, dass eine Fouriersfoamation durchgefiihrt wird, kurze
Wellen herausgeworfen werden und die Ubrigen Gliededer zusammengesetzt werden.
Der Nachteil aller dieser Methoden ist, dass Emergufgezehrt wird, wahrend nach
Gleichung (1) die Energie erhalten bleibt, da ndgh

ou_19u® _ 1o0u®

ot 2 ot 3 ox

und damit (bei sinnvollen Randbedingungen)
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Zwar wirkt in der Atmosphére Reibung und es ersahéamit zunachst einmal sinnvoll, sie
auch in den Gleichungen mitzufihren, allerdings snmsmeist der ReibungskoeffizieAt
deutlich groRer als in der Natur vorgegeben werdem, der nichtlinearen Instabilitat
entgegenzuwirken.

Ein anderer (besserer) Weg verwendet eine spezifferenzenform der nichtlinearen
Glieder, die die Integraleigenschaften (2) exakilkr In diesem Fall kann die Energie (als
Integral) zeitlich nicht anwachsen und damit aueimé& Instabilitat auftreten. So lasst sich der
nichtlineare Term in Gleichung (1) in Differenzemfosowohl als

u; (Uj+1 _uj—1)

ou
u—). =
( ax)’ 2/A\X

als auch als

(ua_u) _ UjaUjp U UG, =E U, (Uj+1 _uj—l) + uj—l(uj _uj—z) + uj+1(uj+2 _Uj)
ox”’ 6AX 3 2\ 2\ 2/AX

schreiben (also als gleich gewichtetes Mittel voai ddvektions-Termen). Der Vorteil der

zweiten Form ist, dass hier die Erhaltungseigens¢Bpbestehen bleibt (bei geeigneten (z.B.
zyklischen) Randbedingungen), was durch die erstenR.a. nicht gegeben ist. Damit stellt
die zweite Schreibweise die Konstanz der Energielntegrationsgebiet und damit die

numerische Stabilitat (in Hinblick auf die nichdéiare Instabilitat) sicher. Hierbei ist jedoch
immer zu bedenken, dass die falsche Interpretatiom nichtaufgelosten Wellen nicht

behoben ist und es so zu 'unphysikalischen' L6sukgemen kann.

Zur Lésung der kompletten Gleichung kénnen danrfaleen wie Euler
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oder Leapfrog
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verwendet werden. Allerdings ist hier zu bemerldass die Energy doch (leicht) zunimmt,
bedingt durch die Diskretisierung in der Zeit. Beiderfahren sind somit schwach instabil
und konnen in diesem Fall nicht tGber ein belielzigges Integrationsintervall verwendet
werden.



Die spektrale Methode
Ausgangspunkt fur die spektrale Methode ist diesidiung der prognostischen Variable
durch eine orthogonale differenzierbare Basis (swiR), in diesem Fall eine Fourier-Reihe:

Uk = Y, (0 exp(io)

Einsetzen in die Advektionsgleichung und Umformurgjte folgende Gleichung
N du 2N .
> a—t"eprkx) = > F exp(kx) Li=max(-N,k-N); Lo=min(N,k+N)
k

k=-N =-2N

mit den Wechselwirkunkskoeffizientém

L,
Fo= _iZ(k_l)u|uk—|
1=l
Es ist zu ersehen, dass durch die nichtlineare Vééginkung (wie oben beschrieben), nicht
nur die aufgelosten Wellen (Wellenzahlen -N bis Bndern auch nichtaufgeloste
Wellenzahlen bis zur doppelten Wellenzahl angevegyden. Teilt man die rechte Seite in
einen aufgelésten und einen nichtaufgeldsten ddil,

ZZN) F. exp(kx) = i F. expkx) + Z F, exp(kx)

k=-2N N<k|s2N

und vernachlassigt man Letzteren, so ergibt sigh ®ystem von2N gekoppelten
gewohnlichen Differentialgleichungen zur Bestimmurdger zeitabhangigen Fourier-
amplitudenu:

L
% =F =) (k-hHuu,,
t BN

dieses Gleichungssystem kann dann mit den bekaMetmoden geldst werden.

Die Vernachlassigung der nichtaufgelosten Wellethinelert das aliasing, jedoch bewirkt es
auch, dass in den neuen (numerischen) Gleichungemath Momente bis zu Ordnung
erhalten sind und nicht mehr (wie in der Originaighung) alle Momente vam

Die Transformationsmethode

Beim Vergleich der spektralen Methode und den diridifferenzen finden sich fiir Beide
Methoden Vor- und Nachteile. Bei der spektralen Mde wird raumliche Ableitung exakt
gelost. Dafur ist sie jedoch aufwéndiger, da fudejeWellenzahl die Summe aller
Wechselwirkungskoeffizienten berechnet werden m{@@\) Terme). Der Aufwand der
spektralen Methode in Abhangigkeit von der Auflégwrgibt sich so ziN°. Fir die finiten
Differenzen ist der Aufwand eine GrolRenordnungridei(O(), an jedem Gitterpunkt wird
nur ein Term berechnet), jedoch wird die rAumliclideung nicht exakt bestimmt.

Die Vorteile beider Methoden lassen sich durchTd@nsformationsmethode (oder spektrale
Transformationsmethode) kombinieren. Hierbei werdgie linearen Terme und die
raumlichen Ableitungen im Spektralraum bestimmt, higad nichtlineare Terme im
Gitterpunktsraum berechnet werden. zu jedem (Zg@thenschritt werden dann (mithilfe
einer Fast Fourier Transformation) die entsprechendeiablen (Terme) vom Spektralraum
in den Gitterpunktsraum und umgekehrt transferierEir die nichtlineare
Advektionsgleichung kann ein Zeitschritt der Trangfationsmethode wie folgt aussehen:
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Ausgangsgleichung:

ou  ou _ ou 1du® _
+ A 0

o Tox ot 2 o

1. Transformation von u in den Gitterpunktsraum

2. Berechnung voo® an jedem Gitterpunkt

3. Transformation von?® in den Spektralraum

4. Berechnung der x-Ableitung vafim Spektralraum und Berechnung der neuen

Die nichtlineare Transportgleichung (viskose Burges-Gleichung)
Erweitert man die nichtlineare Advektionsgleichung ainen Diffusionsterm so erhélt man
die viskose Burgergleichung:

ou du _, 0%
— +y—=K-—
ot ox x>

Diese Gleichung findet Verwendung bei der Besclugpb vieler naturwissenschaftlich
technischer Probleme (z.B. der Beschreibung vork&fesfluss und Stau). Zusatzlich ist sie
eine wichtige Gleichung fur die Erprobung neuer (ahdr) numerischer Verfahren.

Zwar gelingt es mithilfe der Cole-Hopf Transformateine ‘formale’ analytische Losung der
viskosen Burgers-Gleichung zu berechnen, und aimitpeespezielle Losungen sind bekannt,
dies ist aber zumeist fur die Praxis wenig hilfreidNumerische Losungen der viskosen
Burgers-Gleichung kénnen mit den bisher vorgestellVerfahren (spektral, Gitterpunkte,
Euler, Leapfrog, etc.) berechnet werden. Auch hiasssn natirlich auf (lineare und
nichtlineare) Instabilitdten geachtet werden.

Aufgabe

Versuche Dich an der numerischen Lésung der Bw@éshung (viskos und unviskos). Als
erste Anwendung berechne das zeitliche Verhalteridéachen Sinus-Welle der Wellenzahl
1 aus den Aufgaben zur linearen Advektionsgleichung



