Ubungen zu Meteorologische Modellierung Teil ‘Grundagen der Numerik'
3 Diskretisierung in Raum und Zeit: Diffusions- und Transportgleichung
Kurzzusammenfassung

a) Die Diffusionsgleichung

Neben der Advektion spielt die Diffusion eine wiget Rolle in vielen Problemen der
Fluidmechanik. Die Diffusion beschreibt den Austduson Impuls, Energie oder anderen
Eigenschaften (z.B. Feuchte). Die Diffusionsgleinhuist eine parabolische Gleichung und
hat, in einer Dimension und mit einem konstanteffuBionskoeffizientenK, (fir die
VariableT) die Form
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Als eine (von vielen) mdgliche analytische Losungjl sich eine gedampfte Welle:
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mit der Wellenlangé.

Zur numerischen Ldsung der Diffusionsgleichung kanmwiederum finite Differenzen oder
die spektrale Methode zum Einsatz.

Spektrale Methode

Die Diffusionsgleichung eignet sich sehr gut fue dipektrale Methode. Stellt man die
Variable T als Fourier- (oder auf der Kugel als Kugelflachektionskoeffizienten-) Reihe
mit zeitabhangigen Amplituden d&({,x)=To(t)exp(ikx)) so geht die Diffusionsgleichung tber
in
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also in die bereits bekannte lineare Evolutionsghkeng fur die Amplituden. Diese kann dann
mit den dort verwendeten Methoden geldst werdem kan

Finite Differenzen
Zunachst wird die zweifache raumliche Ableitungdubifferenzen ausgedriickt. Hier bietet
sich die Diskretisierung
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an, die sich aus der Addition der Taylor-Entwiclden fur T(x+Ax) und T(x-AX) ergibt. i
bezeichnet den jeweiligen Gitterpunkt.



Nun muss noch ein Verfahren zur numerischen Intiegran der Zeit gewahlt werden. Eine
nahere Analyse zeigt, dass das Leapfrog Verfahwelthes ja bei der Advektionsgleichung
sehr erfolgreich eingesetzt werden konnte, hiehtnizum Erfolg fuhrt (wie bei der
dissipativen Evolutionsgleichung). Besser geeigisétdas, fir die Advektionsgleichung
instabile, explizite Euler-Verfahren, dass auchwasd in Time Centered in Space (FTCS)
Verfahren genannt wird:
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Hierbei bezeichnetn den jeweiligen Zeitpunkt. Dieses Verfahren istbstaunter der
Stabilitatsbedingung
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die damit das Verhaltnis von Zeitschritt und Gtanktsabstand beschrankt.

Auch das implizite Verfahren
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oder das Crank-Nicolson Verfahren
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(mit 0<g<1) kbnnen zum Einsatz kommen. Sie zeichnen sich immer durch bessere
Stabilitat und/oder Ordnung aber auch durch wesbntlufwendigere Handhabung
(simultanes Ldsen grol3er linearer Gleichungssystenne

b) Die Transportgleichung

Die Kombination von (linearer) Advektion und Diffosa wird als Transportgleichung
bezeichnet. In einer Dimension ergibt sich also koitistanter Advektionsgeschwindigkait
und DiffusionskoeffizienK:
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Die Transportgleichung ist damit eine parabolisbiféerentialgleichung 2. Ordnung. Wie in
den vorangegangenen Abschnitten dargestellt, zeigererische Verfahren unterschiedliches
Stabilitatsverhalten bezuglich der Diffusions- uddr Advektionsgleichung. So ist zum
Beispiel das FTCS-Verfahren bei reiner Advektiormien instabil, kann aber durchaus zur
Losung der Diffusionsgleichung eingesetzt werdeas Deapfrog-Verfahren hingegen eignet
sich nicht fur die Diffusionsgleichung, leistet albsmehr gute Dienste bei der Advektion.
Basierend auf diesen Erfahrungen liegt ein ,gentesh/erfahren nahe, das wie folgt lautet:
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Hier wird die Advektion wie im Leapfrog Verfahrerelltandelt, wahrend die Diffusion
vorwarts in der Zeit (explizit) UbeéAt mit T(t-At) als Ausgangspunkt integriert wird. Dieses
Verfahren ist stabil unter der Bedingung
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die damit wiederum Grenzen fir das Verhéltnis voitsgbritt zu Gitterpunktsabstand liefert.
Wie zu erwarten, liefern die Extremne0 undK=0 die bekannten Stabilitatsbedingungen flr
reine Diffusion und reine Advektion.

Es soll noch erwahnt werden, dass die Transportgieghinter bestimmten Bedingungen fur
das Verhaltnis voKK zuu (zusammen mit Stabilitatskriterien it undAx) auch nur mit dem
FTCS oder dem Leapfrog Verfahren gelost werden kanch andere Verfahren (explizites
Upstream-Verfahren und das Lax-Wendroff-Verfahredgr die spektrale Methode kdnnen
eingesetzt werden.

Die Aufteilung des Problems in unterschiedliche Zésse, die dann mit unterschiedlichen
numerischen Verfahren gelést werden, wird allgena¢sntime-splitting Methode bezeichnet
und findet haufig Anwendung. So wird zum Beispiel vielen Klimamodellen der
adiabatische Teil mithilfe des Leapfrog Verfahrenshdndelt, wahrend implizite oder
explizite Euler Verfahren fur die Parameterisierunger diabatischen Prozesse verwendet
werden.

Aufgabe:
Erweitere das Programm zur numerischen Losung deel&mbnsgleichung zur numerischen
Lésung der Transportgleichung.



