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Abstract

A finite difference method for determining water heights and movements in adjacent seas is
developed. For this purpose the vertically integrated equations of motion and the continuity
equation are transformed into an explicit system of difference equations, which are solved
stepwise in time with an electronic computer. The question of numerical stability is investigated
in detail. To obtain computational stability for the system in question, it is not sufficient to
satisfy a condition similar to the Courant Friedrichs Lewy criterion, as there is also an upper
limit of the timestep itself, which depends on the frictional coefficient and the boriolis para-
meter. The influence of a smoothing technique and the mesh size of the grid on the results is
also examined. Some computations of storm surges and tides in the North Sea are presented
and are compared in selected cases with the results of other methods or with observations. The
computations of tidal waves and currents in the North Sea, where the wave was prescribed

only at the open ends, give a reasonable agreement with observed conditions.

1. Einleitung

Die Ermittlung vieler stationirer und ins-
besondere nichtstationirer Bewegungsvorginge
in den Ozeanen, Randmeeren und sonstigen
Wasserbecken auf analytischem Wege stosst
auf grosse Schwierigkeiten. Bei dem grossen
Interesse jedoch, das die nihere Erforschung
dieser Bewegungsvorginge beansprucht, er-
scheint es im Zeitalter der Elektronenrechen-
maschinen zweckmissig, durch numerische
Integration der sie beschreibenden Differential-
gleichungen zu Losungen zu gelangen.

! The investigation reported in this paper has been
sponsored by the Office of Naval Research, Washington,
under contract No. Nonr.-1143(00) subcontract No. 1
through Woods Hole Oceanographic Institution.

* Present affiliation: Geophysikalisches Institut, Uni-
versitit Hamburg.

Die Gleichungen, die den folgenden Rech-
nungen zugrunde liegen, sind die vertikal inte-
grierten Bewegungsgleichungen und die ver-
tikal integrierte Kontinuitiitsgleichurfx{g. Diese
werden c%urch ein System von Differenzen-
gleichungen angenihert. Bei der Auswahl
des Differenzenschemas ist, besonders wenn es
als Anniherung an ein hyperbolisches Diffe-
rentialgleichungssystem gelten soll, grosse
Vorsicht geboten. Die Anniherung einer Dif-
ferentialgleichung durch eine Differenzen-
gleichung beinhaltet nimlich nicht, dass auch
die Losungen beider einander nahe liegen. Hier
tritt die Frage nach der numerischen Stabilitit
und nach der Giite der Approximation auf.
Erstere ist zumindest notwendig, damit die nu-
merisch erhaltene Lsung eine Anniherung an
die exakte darstellt. Deshalb ist eine ecinge-
hende Untersuchung angestellt worden, ob
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und unter welchen Umstinden das benutzte
Differenzenschema stabile Losungen ergeben
wird; das hingt wesentlich, wie im Kapitel
HI gezeigt werden wird, von der Art der
Anniherung und von der Grosse einzelner
Parameter ab.

Ueber die Giite der Approximation etwas
auszusagen, ist dagegen im Vorwege nicht
méglich. Deshalb wurde im Kapitel IV der
Versuch unternommen, durch Vergleich mit
einfachen analytischen Losungen empirisch
ein Bild iiber die auftretenden Abweichungen
zu gewinnen. Auch die Stabilititsverhiltnisse
werden in diesem Kapitel an Hand von Bei-
spielen gepriift.

Eine praktische Anwendung wird im Kapitel
V und im Kapitel VI bei der Bestimmung des
Windstaus und der Gezeiten in der Nordsee
gegeben. Hierbei ist vielfach ein Vergleich mit
den Beobachtungen und mit den Ergebnissen
anderer Methoden moglich und damit ein
Mass fiir die Anwendbarkeit geschaffen.

Diese Untersuchungen wurden von Herrn
Prof. Rossby angeregt und sind als Fort- und
Weiterfilhrung der von HANSEN (1956) durch-
gefiihrten Rechnungen anzuschen. Das Problem
1st hier jedoch von Grund auf neu behandelt
worden, insbesondere ist ein anderes Diffe-
renzenschema als Anniherung gewihlt worden.
Die Durchfiihrung der Rechnungen geschah
auf der schwedischen Rechenmaschine BESK.

IL Die benutzten Differential- und Diffe-
renzengleichungen

Die Bewegungen in Fliissigkeiten und Gasen
werden durch die hydrodynamischen Diffe-
rentialgleichungen mathematisch dargestellt.
Zur niheren Erliuterung denke man sich ein
Wasserbecken nicht unbedingt konstanter
Tiefe, welches unter dem Einfluss Husserer
Krifte steht, und/oder dessen Zustand zu einer
bestimmten Zeit vorgeschrieben wurde und
fragt nach der zeitlichen Anderung der Feld-
grossen. Das Wasser sei homogen und in-
kompressibel, d. h., wenn u, v, w die Geschwin-
digkeitskomponenten in der x, y, z-Rich-

. M Iy dw
tung bedeuten, dass div v= Ew +Z, >

schwinden soll. Hydrostatisches Gleichgewicht
sei ebenfalls angenommen.

Wegen der Homogenitit der Wassermassen
konnen die Bewegungsgleichungen und die
Tellus XI (1959), 1

ver-

Kontinuititsgleichung im Vorwege iiber die
Tiefe von z=0 bis z=h +{ integriert werden.
Dabei bedeutet z=0 der Boden, z=h die
ungestdrte Wasseroberfliche und ¢ die Ab-
weichung von der ungestdrten Oberfliche.

Unter Vernachlissigung sehr kleiner Grossen
und der nichtlinearen Glieder, die man jedoch
nicht zu vernachlissigen braucht, erhiit man so
folgende Gleichungen:

U L

(I) th —g(h‘l‘C)a—x'*‘_fV—fU'l"[x
1% /s
‘Z—= —‘g(h'*'C)a—y—fU—fV'*‘Ty
x _ (Q(_]J,QY
Fr dx  dy

Es bedeuten:

et P
U= fudz, V= fvdz Komponenten des hori-

0 L]
zontalen Wassertransportes.
f = 2w sin ¢ Coriolisparameter.
. d

Der Tangentialschub am Boden » (52 ,

J . 0
v (d—: ) wurde nach einer Durchfiihrung der

0

Ekmantheorie fiir Flachwassergebiete mit guter

Niherung zu: » <_914> =rU, » <(_71’> =V mit
o 92/, dz/,
r= W gesetzt; » ist der turbulente Austausch-

koeffizient.
Der Windschub an der Wasseroberfliche:

T =v<a—u> T _v(3_11> wurde, wie all
* Iz /nst Y dZ[hit ’

gemein iiblich, zu: 7. = yu, | w, |, 7, = yv, | w, |
angenommen; u, und v, sind die Windkom-
ponenten, | w;, | die Windgeschwindigkeit, y ist
eine Konstante.

Da im allgemeinen { < h ist, wird im fol-
genden gh statt g(h+{) gesetzt.

Durch Elimination von U und V erhielte
man aus 1) mit k=const. und 7,=7,=0:

Ia)

.(7_3€__ g.« 2 2 _ 2 aC 2.
2t3—*2r922 (f +r gkv)jt"”:ghv Cr
L, » P
v _9—x2+§)ﬁ

Sei nun At cin Zeitschritt, Ax=A4y=As die
Gitterkonstante. Die 1) annihernden Differen-
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zengleichungen mogen folgende Form be-
sitzen:

2)

(¢+1) &)

U(x,y) = U(x,y) - —ﬂ{’{)—df {C((‘;c +4x,y) -

24
®
- §(x - Ax,y)} +

+ 2 U g) - e UGS ) + o)}

¢+1) () h(x,y)At [ @®
Vo) = Vi) - SOV 4 ay) -

®
—ﬂ%y—Aw}+

© &) ®
+ 4 - Ui ) - s V1) + )
(t+1) () At (t+1)
L(x,y) =C(xy) - ;I{U(x +Ax,y) -

(t+1) (¢+1)

- Ulx - Ax,y) + V(x,y + A4y) -
(t+1)

—V@J—Aw}

Dabei ist abkiirzend z. B.: U(x, y,t + 4f) =

(t+1)
U (x, y) geschrieben.

Fiir ¢ allein folgt aus 2) die 1 a) entspre-
chende Gleichung:

t+1) (-1@¢-2) ® (-1)(t+2)
22) {-30+30 - ¢= —2f(6~zC +¢ )—
© (-1

—(frrr-ghvp)ene ) wghrvic

mit: Vil= le—z—{é'(x+Ax,y) +{(x - Ax,y) +

+ L%,y + Ay) + Sy - Ap) - 4L(x. 7))

welche jedoch keine direkte Anwendung
finden wird, sondern nur zum Vergleich hin-
geschrieben wurde.

Nach 2) werden die U, V und {-Werte an
jedem Gitterpunkt berechnet. Zuerst wird das
,heue” UW+D Pe+rn_Feld aus den ersten
beiden Gleichungen bestimmt und danach zur
Berechnung der ,,neuen” {¢+D-Werte in die
dritte Gleichung eingesetzt. An Randbedin-
gungen wird vorgeschrieben, dass die Normal-
komponente der Wasserbewegung an den
festen Rindern (Kiisten) verschwindet und
dass an den offenen Rindern ¢ oder U und V'
als bekannt eingesetzt werden. Hierbei wurde

so vorgegangen, dass z.B. an einem festen
Rand x=const. —wo U verschwindet — ¥V
allein aus der zweiten Gleichung bestimmt
wurde, ohne Riicksichtnahme auf die noch
verbleibenden Glieder in der ersten Gleichung.
Liessen sich an den Rindern keine zentrierten
Differenzen anwenden, wurde auf nichtzen-
trierte iibergegangen. In den inneren Eck-
punkten wurden zwei Bedingungen vorge-
schrieben, z. B. U=0 und V=o.

II. Theoretische Untersuchung iiber die nu-
merische Stabilitit der Differenzenglei-
chungen

Das zugrundegelegte Gleichungssystem 1) ist
vom hyperbolischen Typ, und eine Unter-
suchung, ob und unter welchen Umstinden
numerische Stabilitit vorliegt, wire schr
wiinschenswert. Im folgenden soll versucht
werden, auf theoretischer Grundlage eine Ab-
schitzung iiber die Brauchbarkeit des benutz-
ten Systems 2) zu erhalten. Soweit es sich bei
den folgenden Ausfilhrungen um die mathe-
matische Stabilitit handelt, bildet dieses Kapi-
tel eine spezielle Anwendung der von Lax
und RICHTMYER (1956) sowie von KRE1ss (1958)
erschienenen Arbeiten iiber die numerische
Stabilitit von Systemen von Differenzen-
gleichungen. Da jedoch nicht notwendig aus
der mathematischen Stabilitit die fir die
Praxis sehr wichtige rechnerische folgt, sind
iiber letztere noch weitergehende Untersuch-
ungen angestellt worden.

Vorausgesetzt sei fiir die Theorie, dass 1)
als reines Anfangswertproblem mit konstanten
Koeffizienten und verschwindenden iusseren
Kriften behandelt wird. Um fiir alle Gleichun-
gen dieselben Dimensionen zu erlangen, werde
Vghl= —® gesetzt.

Die Losung der Differentialgleichung kann
nun fiir ein begrenztes Gebiet in Form einer
Fourierrtihe angegeben werden. Somit lisst
sich mit einem individuellen Fourierglied
folgender Ansatz machen:

U
)| V]2V (x, 7, () =¥V (ky, by, 1) eith kon);

¢
ky, k, reell.

In die Differenzengleichungen 2) mit h=
Tellus XI (1959), 1
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= const., T,=T,=0 eingesetzt, ergibt sich fol-
gendes System:

I, 0, O
4) o, 1, 0]*Ve+D—
—ia, —ib, 1

1 -rdt, fAt, ia
=| —fAt, 1 -rAt,ib | *V®
o, o, I

RIS
mit: a=-"r—sin k,Ax, b= s sin ky,Ady

Da die Matrix auf der linken Seite nicht-
singulir ist, kann man die Gleichung 4) nach
*Ve+D auflssen und erhile:

5) AYE+D) =
1 —rAt, f4, ia
- fA4t, 1 -rdt, ib
ia(1-rAt)-ibfAt, ib(1-rAf) +iafAt, 1-(a® + b?)
YO = GV

Ist nun der Angangswert *V (t=0) =*V©
vorgeschrieben, so folgt daraus, dass nach n
Zeitschritten, also zur Zeit n At=t, das System

s) die Form:
6) AV = Gn. XY
annimmt.

Verkleinert man jetzt den Zeitschritt At
und die Gitterkonstante As und hilt die Zeit
ndt = t, fest, so bekommt man im Grenz-
iibergang At —> 0 (n— co) mit geeignetem Zsf =
= const. dann eine endliche Losung, wenn
dabei die Matrizen G* beschrinkt bleiben;
das soll fiir jedes Glied der Fourierentwicklung
also fiir jedes reelle k, und k, gelten.

Erfilllen die Matnizen die obigen Bedin-
gungen, so soll das Differenzensystem mathe-
matisch stabil genannt werden. Die mathe-
matische Stabilitit beinhaltet fiir sachgemisse
Probleme, dass die Losung des Differenzen-
gleichungssystems im Grenziibergang gegen
die Losung des Differentialgleichungssystems
konvergiert; ein Beweis hierzu findet sich bei
Lax und RICHTMEYER (1956).

Im praktischen Rechengang wird jedoch 4t
konstant gehalten und ndr=t ist variabel.
Tellus XTI (1959), 1

Daher muss auch noch untersucht werden,
wie die Verhiltnisse fiir diesen Fall liegen.
Analog zur mathematischen Stabilitit soll
eine rec%nerische Stabilitit folgendermassen
definiert werden: ist die exakte Ldsung fiir
alle Zeiten endlich, so soll dieses auch fiir die
numerische Losung gelten. Dazu muss gefor-
dert werden, dass fiir geniigend kleines At=

. L "
= const. und geeignetes 4, —omst., fiir nAt =

=t—>o0 (n—>oc) und alle méglichen k, und
k,, die G" beschrinkt bleiben. Die rechnerische
Stabilitit schliesst ein, dass Fehler mit der Zeit
nicht anwachsen kénnen.

Ueber die Giite der Approximation kann
hierbei keine Aussage gemacht werden. Ist
jedoch ebenfalls mathematische Stabilitit vor-
handen, so ist man sicher, dass fiir einen klei-
neren Zeitschritt und damit auch kleineren
Gitterabstand, die numerische Losung die
exakte ,,besser”” annihern wird.

Ein einfaches Beispiel sei als Erliuterung
eingeschoben. Gegeben werde die gewdhn-
liche Differentialgleichung:

7) g—? =iau; a reell

Mit dem Anfangswert u(t=0)=u ergibt
sich als exakte Losung: u=u®da, welche fiir
alle Zeiten endlich bleibt.

Die Differenzengleichung habe die Form:

8) u@+r D — 4O = jaAtu®

Mit der gegebenen Anfangsbedingung folgt
fiir die feste Zeit ndt=t,, analog zu 6):

9) u® = (1 + iaAt)ul® = gny(®

Fiir A¢t—o0 geht o) gegen die exakte Losung
fiir t=t,, die gn bleiben dabei beschrinkt. Die
Differenzengleichung ist also mathematisch
stabil.

Fiir einen festen Zeitschritt dagegen bleibt
die Losung fiir ¢ nicht mehr endlich, da|g| >1
fiir jedes feste At ist. Die Differenzengleichung
9) ist also rechnerisch instabil. Man sieht also,
dass aus der mathematischen Stabilitit nicht
ohne weiteres die rechnerische folgt.

Beiliufig sei darauf hingewiesen, dass fiir
diesen speziellen Fall zentrierte Differenzen fiir
geniigend kleines A¢ ein auch rechnerisch sta-
biles System ergeben.

Kehren wir jetzt nach diesem Beispiel zu
der Gleichung 2) zuriick und suchen nach
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einem Mass fiir die Beschrinktheit der Ma-
trizen G". Eine untere Grenze fiir die Be-
schrinktheit der G* ist, dass die jeweiligen
Eigenwerte A7; unter den obengenannten Be-
dingungen beschrinkt bleiben. Daraus folgt fiir
ein mathematisch stabiles System, dass der
Betrag des grossten Eigenwertes [Amax | dic
von Neumann Bedingung:

10) | Amax| <1 +cAt

erfiillen muss; ¢ ist dabei cine Konstante.

Fiir ein rechnerisch stabiles System hingegen
muss gefordert werden, dass
I1) | Amax| <1
bleibt. (Zu den vorangegangenen Uberle-
gungen wird man auch durch den Ansatz
*V =**Veiot, mit A=¢i®2, gefiihrt.)

Die Beschrinkheit der Eigenwerte ist eine
notwendige Bedingung fiir die Stabilitit.
Eine notwendige und hinreichende Bedingung
findet man u. a., wenn sich G in eine Diagonal-
matrix transformieren lisst, so dass
12) G=T-14T
ist. T besteht dabei aus den auf die Linge Eins
normierten Eigenvektoren von G. A ist eine
Matrix, deren Diagonalelemente die ver-
schiedenen Eigenwerte sind, und deren andere
Elemente aus Nullen bestehen. Maoglich ist
diese Transformation, wenn alle Eigenwerte

verschieden sind. Wegen:
13) Gt =T-1A"T

sind die G* sicherlich beschrinkt, wenn die A}
beschrinkt sind und T nichtsingulir ist, wenn
also |detT| >o fiir alle reellen &, und k, und
ein bestimmtes % = const. existiert.

Das eben Gefundene soll jetzt auf die Matrix
G in 5) angewandt werden. Ihre Eigenwerte
bestimmen sich aus der kubischen Gleichung:

(1 = rde = H{(x - At - 2)(x = 3) + A2 + 52} +
+(1-A)f2Ar =0

Nach Hinzufiigen des Gliedes rAt- f24¢2,
welches als sehr klein im Vergleich zu den
iibrigen Gliedern angenommen werden kann,
falls |rAt|~|fAt| <1 ist, lassen sich die
Waurzeln der Gleichung leicht berechnen, und
man erhilt so folgende Eigenwerte:

rdt & + b2
14) A =1-r4¢ 22,3=I——2—— s

+ 2 V(a® + b2 + rAf)2 — 4(a® + b2 + f248)

Fiir
15)  (a? + b2 +r41)2 < 4(a® + b2 + f2412)
folgt:
16) |4 =1 —rdt];

[4,5]= \/WA?< I +fAt

Die Bedingung 10) ist also erfiillt, wenn 15)
gilt. Rechnet man weiter die Determinante
der Eigenvektoren aus, so bleibt diese von
Null verschieden, solange in 15) das Kleiner-
zeichen steht.

Ve

hAt
A, sn k,Ax

Indem man wieder fiir a=

VehAt
As
dass |sin 2k, Ax +sin 2k, dy | < 2 fiir jedes re-
clle k, und k, ist, folgt also als notwendige
und hinreichende Bedingung fiir mathema-

tische Stabilitit, dass

At\? rdt
y — —— - 242
17) gh(As> <1-= + V1 - 1At + f2A¢

und b=

sin kpAdy schreibt und beachtet,

seln muss.

Fiir r =f=o0 erhielte man hieraus das Courant-
Friedrichs-Lewy Kriterium fiir die Stabilitit
der einfachen Wellengleichung:

— At —
18) vV gh I<\/2

Soweit es sich also um die mathematische
Stabilitit handelt, ist alles in Ordnung.

Damit aber auch die Bedingungen tiir rech-
nerische Stabilitit erfiillt sind, muss ausser-
dem nach 11) und 16).

r
19) At < f—2;
sein, denn nur dann sind auch alle | 4| kleiner
als Eins.

Eine kleine Zwischenbemerkung soll hier
eingeflochten werden, die beleuchtet, dass
nicht jedes verniinftig erscheinende Differen-
zenverfahren als Anniherung geeignet ist.
Schriebe man z. B. in der dritten Gleichung
von 2) U® und V® anstelle von U¢+" und
V@D was augenscheinlich auch eine An-
niherung an die Differentialgleichung 1) be-
deutet, so erhielte man statt s)

Tellus XI (1959), 1
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20) *V(t+ 1) —
1-rdAt, fAt, ia
= -fAt, T1-rdt, ib|*VO =G *V®

ia, ib, I

G hat jetzt die Eigenwerte:
21) Ay =1-rdt;

12,3=1—%tii\/a2+b2+f211t2—

r2A4e

Wegen|Ay 5| = V1+a? +b? +f24¢2 — rAtlas-
. . e At
sen sich fiir jedes konstante Verhiltnis r die
s
Eigenwerte nicht auf die Form 10) bringen;
dieses System wire also instabil.

Kurz zusammenfassend kann man sagen:
Das Differenzensystem 2) ist mathematisch
stabil, soweit es als Anfangswertproblem mit
konstanten Koeffizienten behandelt wird. Im

Grenziibergang At —>o0, 4s >0 ar_ const. geht

As

die numerische Ldsung gegen die exakte,
solange die Bedingung 15) gilt; die mathema-
tische Stabilitit bleibt auch erhalten, wenn
keine Reibung existiert. Rechnerische Stabili-
tit ist immer vorhanden, wenn die Coriolis~
kraft verschwindet und Reibung mitgenom-
men wird und 15) mit f=0 erfiillt ist. Ohne
Reibung aber mit Corioliskraft wird das
System rechnerisch instabil. Wie die rechne-
rische Stabilitit sich mit Corioliskraft und mit
Reibung gestaltet, geht mit sehr grosser Nihe-
rung aus der Beziechung 19) hervor, wenn 15)
befriedigt ist.

Fiir die praktische Rechnung treffen nun
vielfach die fiir die Theorie gemachten Bedin-
gungen: verschwindende dussere Krifte, Li-
nearitit und konstante Koeflizienten, nicht zu.
Das fithrte zu dem Entschluss, ausserdem ein
Ausgleichsverfahren ecinzufithren. Zu diesem
Zweck wurden nicht die VO-Werte selbst auf
den rechten Seiten von 2) benutzt, sondern ein

anit der Umgebung gemittelter Wert V), so
ass:

22)
VOx,y) = aV9x,y) + I—;——a {V(‘)(x +dx,y) +

+ V(')(x - Ax, y) + V“)(x, y+dy) +

VO(x,y —Ay)} oSa<I
ist.
Tellus XI (1959), 1
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Praktisch fiihrte das dazu, dass nach jedem
Zeitschritt das gesamte U, V und {-Feld, aus-
ser an den Rindern, nach obiger Methode
22) ausgeglichen wurde; am Rande fand nur
eine Ausgleichung lings des Randes statt, um
neue Randbedingungen zu vermeiden; Eck-
punkte nahmen iiberhaupt nicht an der
Ausgleichung teil.

Rechnet man die Theorie mit dieser Aus-
gleichung durch, so treten die schon errech-
neten Eigenwerte 14) und folgende mit einem
Faktor u multipliziert auf, wobei

23) p=o+ I—;“ {cos k,Ax + cos szy} ist.

Die Eigenwerte werden durch die Aus-
gleichung selektiv verkleinert, und zwar um-
somehr, je kleiner die Wellenlinge ist. Da die

| 4| den ,,Betrag™ der G” reprisentieren, kann
man nach 5) folgern, dass Wellen fiir die
| 4| < 1 gilt, gedimpft werden (Reibung). Sind
alle |A;]=1, so schreiten die Wellen unge-
dimpft fort, und sind alle | 4| > 1, so wichst
die Amplitude der Wellen mit der Zeit an
(Instabilitit). Fiir die kleinstmdgliche Wellen-
linge im Gitternetz L=24s wird u=1 - 2«
Wellen oder Stérungen dieser Gréssenordnun,
koénnen also durch die Ausgleichung star
gedimpft werden.

Natiirlich lassen sich auch noch andere Aus-
gleichsverfahren mit Erfolg anwenden, wie
es auch im Zuge dieser Arbeit teilweise ge-
schehen ist. So kiinstlich diese Art und Weise,
die Stabilitit zu vergrossern, erscheint, so
indert die Ausgleichung nichts an der Tat-
sache, dass die mit ihr behaftete Differenzen-
gleichung eine Anniherung an die Differen-
tialgleichung bleibt, da im Grenziibergang die
Ausgleichung verschwindet. Auch eine Ver-
grosserung der linearen Reibung wiirde die
Stabilitit vergrdssern, dabei aber alle Wellen-
lingen ungefihr gleich stark dimpfen, und es
besteht die Gefahr, dass die Losung nicht
mehr den physikalischen Gegebenheiten ent-
spricht; ausserdem verschwindet diese Art
Reibung nicht im Grenziibergang.

Eine etwas physikalischere Methode der
Ausgleichung besteht darin, in 1) Austausch-
glieder der Form ApviU, AuveV einzu-
fihren. Die Wirkung auf das Differenzen-
system ist von der gleichen Art, wie die der
Ausgleichung, nuar der physikalische Hinter-
grund ist etwas verindert.
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IV. Praktische Untersuchungen iiber die Sta-
bilitit der Differenzengleichungen

Die Theorie, wie sie im vorigen Kapitel
beschrieben wurde, lisst sich nur fiir lineare
Differentialgleichungen mit konstanten Koefti-
zienten durchfithren. Man kann jedoch hoffen,
dass die Stabilitit auch im Falle nichtkonstanter
Koeflizienten und nichtkonstanter ZHusserer
Krifte erhalten bleibt, besonders, wenn ein
Ausgleichsverfahren eingefiihrt wird. Diese
Hoftnung erwies sich zumindest fiir die prak-
tisch durchgefiihrten Berechnungen von Ge-
zeitenschwingungen und Windstau in Becken
verinderlicher Tiefe als begriindet. Auch bei
Hinzunahme advektiver Glieder von der

2 U a U
Form Uax 7 +V9yh
rechnerische Stabilitit nicht beeinflusst, jedoch
bewirkten diese Glieder eine derart geringe
Anderung der Resultate, so dass sie im aﬁ-
gemeinen — um Rechenzeit zu sparen —
fortgelassen wurden.

Um zu zeigen, wie sich die numerischen
Losungen fiir das gleiche mathematische Pro-
blem, jedoch fiir verschieden gewihlte Para-
meter As, At, and « verhalten, wurde in
Abb. 1 der zeitliche Verlauf des Windstaus
an zwei Gitterpunkten aufgetragen. Das zu-
grundegelegte Gebiet umfasste 110 bzw. 399
Gitterpunkte und hatte annihernd die Form

u.s. w. wurde die

moswsvund
i
Metem

300

200

30
Zeit in Stunden

Abb. 1. Berechneter zeitlicher Verlauf des windbedingten
‘Wasserstandes an zwei Punkten der Nordsee bei einem
konstanten Wind von 20 m/sec aus 280° relativ zur Nord-

richtung.
Ausgezogen: At=20 min  As=74 km «a="/;
Gestrichelt: At=20 min  As=74 km a=1
Punktiert: At =20 min As=74 km a=o0
Strichpunktiert: Adf=10 min  Ads=37 km =7/,

und Tiefenverteilung der Nordsee. Im ein-
zelnen wurden gesetzt (wenn nicht anders
vermerkt, handelt es sich um c.g.s~Ein-
heiten): 7,=11,15, 7,= -6,41 — das ent-
spricht mit y=3,2 107 einem Wind von
20 m/sec aus 300° relativ zum Gitternetz,
bzw. 280° relativ zur Nordrichtung —,
r=2,5 10%/h?, f=1,2 1074, As=74 10° bzw.
37 105, At=1,2 10® bzw. 0,6 103, a=1, 7/8, o.

Die oberen Kurven entsprechen ungefihr
der Elbemiindung, fiir die dFi)e hochsten Was-
serstinde des gesamten Feldes erhalten wur-
den, die unteren der siidschottischen Kiiste.
Die Punkte sind in der Abb. 3a, aus der man
auch nihere Einzelheiten des Gitternetzes
ersicht, durch ausgefiillte Kreise gekennzeich-
net. Die gestrichelten Kurven wurden ohne
Ausgleichung (¢=1) mit 4s=74 km, At=
= 20 min erhalten. Augenscheinlich bleibt fiir
diesen Fall die Losung niche stabil, sondern
wichst mit fortschreitender Zeit an, ein sta-
tiondrer Zustand wird nicht erreicht, was
auch nicht im Widerspruch zu den Ergebnissen
des vorigen Kapitels steht, da 19) nicht im-
mer erfiillt war. Wendet man hingegen eine
,schwache” Ausgleichung (e =7/8) unter sonst
gleichen Bedingungen an, so strebt die
Losung gegen einen stationiren Zustand,
der nach ungefihr 40 Stunden erreicht wird
(ausgezogene Kurven). Die ,,starke” Aus-
gleichung (e = 0) wirkt wie eine starke Reibung,
die Schwingungen sind gedimpft, und der
stationire Zustand, der praktisch derselbe ist
wie bei der ,,schwachen” Ausgleichung, wird
frither erreicht (punktierte Kurven). Die Pe-
rioden, die zeitliche Lage der Maxima und
Minima sind in diesen drei Fillen ungefihr
gleich.

Wiederholt man die Rechnung mit ,,schwa~
cher” Ausgleichung, wihlt jedoch ein feineres
Gitternetz (4s=37 km, At=10 min), so
erhilt man die strichpunktierten Kurven als
,.besseres” Ergebnis. Die Tiefenwerte fiir die
neu hinzugenommenen Punkte wurden aus
den alten linear interpoliert. Dieses Resultat
unterscheidet sich ein wenig von dem vorher
mit As=74 km erhaltenen, insbesondere
solange der stationire Zustand nicht erreicht
ist: die Schwingungen sind z.T. ausgeprigter
und weisen eine Phasenverschiebung auf,
auch das Mittelniveau liegt bei dem einen
Punkt etwas hoher.

Fiir den stationiren Zustand ergeben sich

Tellus XTI (1959), 1
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fiir alle hier behandelten Fille, soweit es sich
um den Wasserstand handelt, fast gleiche
Losungen, hingegen traten bei den Durch-
flussmengen grossere quantitative Unterschiede
auf. Die auftretenden Schwingungen rijhren
bauptsichlich von Querschwingungen der
Nordsee her.

Man kann also folgern, dass fiir die nume-
rische Errechnung nichtstationdrer Zustinde
die Wahl eines moglichst engen Gitternetzes
fiir die Giite der Resultate sehr wichtig ist, be-
sonders wahrscheinlich wenn die Koefhizienten
nicht konstant sind.

Um wenigstens einen Anhalt zu bekommen,
wie gut die Anniherung ist, wurden einige
Fille durchgerechnet, fiir die sich wenigstens
teilweise eine analytische Losung angeben
liess.

Vorausgesetzt sei ein Bassin konstanter
Tiefe h=50 m, mit den Seitenlingen a=666
km in der x-Richtung, =888 km in der y-
Richtung. Das Becken sei offen auf der Linie
y=b. Ein konstanter Wind wirke vom offe-
nen Rande her in Lingsrichtung des Beckens.
Die Rand- und Anfangsbedingungen sind:
U=V=¢=o0 fiir t=0, U=0 fir x=0 und
x=a, V=o fiir y=o0, {=o fiir y=b.

Mit verschwindender Corioliskraft, also
mit f=0 und 7,=o0 erhilt man so folgende
Losung fiir den Wasserstand:

2T = cos L,y -l
24) =7 ——=— [ 2
) b L Vghl - /4.
-sin Vghly - r?/qada; 1= zn:I_ %z

2

Fiir die Punkte y=o0 und mit 2

Fz—gh<r2

geht dieser Ausdruck iiber in:

t oo .
0 n=0 n ¥g

und
27
26) Cy=0,t——)oo= -=b; Use=Vise=0
gh
als ,,stationdre” Losung.
Fiir die numerische Rechnung wurden fol-

gende Daten gewihlt: t.=o0, 7,= -12,8,

=1075, f=0, x="7/8, As="74 105, At=2,7 10%
Tellus XI (1959), 1
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Abb. 2. Windbedingter Wasserstand in einem recht-
eckigen Becken konstanter Tiefe bei einem in Lings-
richtung des Beckens wehenden Wind von 20 m/sec

Kurve I: Zeitlicher Verlauf des Wasserstandes fiir die
Punkte y=o0 nach numerischer Rechnung mit f=o;
- exakte Losung.

Kurve II: Zeitlicher Verlauf des Wasserstandes fiir die
Punkte a) (x,y)=(q,0) und b) (x, y)=(0, 0) mit f=1,2

10~4 sec-!,

(c.gs~Einheiten). Ausserdem wurde fiir die
Eckpunkte gesetzt: U=V =0 fir (x, y)=
=(0,0) und (x, y)=(s,0), U= =0 fiir
(v, =0, &) wnd (+, )= (@ 8.

Das Ergebnis der analytischen und nume-
rischen Rechnung fiir die Punkte y=o0 ist in
Abb. 2, Kurve I aufgetragen und zeigt, dass
recht gute Uebereinstimmung herrscht. Die
Ausgleichung wire fiir diesen Fall mit ver-
schwindender Corioliskraft nach den Ergeb-
nissen des vorigen Kapitels nicht notwendig
gewesen. Ebenfalls numerisch bestimmt wurde
die Losung mit f=1,2 10~% sec™! unter sonst
gleichen Bedingungen wie vorher. Fiir den ge~
nannten Zeitschritt At=2,7 10% sec traten
jedoch im Verlauf der Rechnung so starke
Storungen auf, dass sic abgebrochen werden
musste. Das Kriterium 17) ist zwar erfiille, nicht
aber 19), welches ohne Ausgleichung einen Zeit~
schritt von ungefihr 10? sec fordert; mit Aus—
gleichung kann das Atein wenig grosser gewihlt



68

werden. In der Tat wurde mit einem Zeitschritt
von At=1,2 10% sec ein zufriedenstellendes
Ergebnis erhalten. Die Abb. 2, Kurve Ila und
IIb zeigt fiir die beiden Punkte (x, y)= (o, o)
und (x, y)=(a, 0) den zeitlichen Verlauf des
Wasserstandes. Wihrend im Beispiel mit f=o
ausgeprigte Lingsschwingungen des Bek-
kens mit grosser Amplitude auftraten und
iibethaupt keine Querschwingungen vorhan-
den sind, treten jetzt die Lingsschwingungen
vollkommen in den Hintergrund und nur
Querschwingungen mit verhiltnismissig klei-
ner Amplitude und ca. 1o-stiindiger Periode
sind zu erkennen.

Bemerktsoll werden, dassan dem Punkt (x, y)
=(a, b), in dem U=0 und & =0 vorgeschrieben
waren, nach ndt=15 Stunden unverniinftig
hohe Stromgeschwindigkeiten von maximal 3
m/sec auftraten, die jedoch im weiteren Verlauf
der Rechnung stetig abnahmen. Wahrscheinlich
trigt dic zweifache Bedingung, die diesem Punkt
auferlegt war, die Schuld an diesem Verhalten,
obwohl an den anderen Eckpunkten keine
derartigen Fehler auftraten. Dieser Fall ist iibri-
gens der einzige, bei dem solche Singularititen
bemerkt wurden; sie erschienen z. B. nicht in
einer ihnlich angelegten Berechnung des
Windstaus in einem allseitig geschlossenen
Becken konstanter Tiefe. Auf der anderen
Seite kann die Stdrung, die von diesem einen
Punkt ausging, keinen grossen Einfluss auf das
gesamte Feld ausiiben.

Leider konnte die zeitbedingte analytische
Losung nichtausgerechnet werden, jedochist die
stationire Losung fiir diesen speziellen Fall sehr
leicht erhiltlich; sie ist die gIEe)iche wie in dem
vorangegangenen Beispiel mit f=o0 (siche 26).
Aus der Abb. 2 erkennt man, dass die stationire
Losung recht gut angenihert wird, was auch
recht deutlich bei den Geschwindigkeitskom-
ponenten in Erscheinung trat, die nach 6o
Stunden nur noch sehr minimale Betrige auf-
wiesen. Ebenfalls schr gut angenihert wurde
die stationire Losung fiir den schon erwihn-
ten Fall eines allseitig geschlossenen Beckens
konstanter Tiefe; auch hier war die zeitbe-
dingte analytische Losung nicht bekannt.

V. Einige Ergebnisse der Windstaurechnung

Von grosser praktischer Bedeutung ist die
Ermittlung der Wasserstinde an den Kiisten,
wic sie durch ein vorgegebenes Windfeld
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erzeugt werden. Mit Hilfe der numerischen
Losung der hydrodynamischen Differential-
gleichungen konnten vielleicht einmal die
bislang angewandten statistischen Methoden
zur Vorhersage des Windstaus durch physika-
lisch besser fundierte abgelost werdin. Ein
erster Schritt in diese Richtung ist von HANSEN
(1956) unternommen worden, der nachtrig-
lich die durch den Hollandorkan im Winter
1953 hervorgerufenen Woasserstinde unter
Zugrundelegung der hydrodynamischen Glei-
chungen ausrechnete.

Dieser Fall ,,Holland-Orkan” wurde mit
den in Kapitel II beschricbenen Methoden
einer nochmaligen Priifung unterzogen und
mit den von Hansen erhaltenen Ergebnissen
verglichen. Da die Resultate sich nicht wesent-
lich unterscheiden, wird hier auf eine Dar-
stellung der Wasserstandskurven verzichtet.

Um Beobachtung und Rechnung in Ein-
klang zu bringen, musste die Windschubkon-
stante y, die allgemein zu y=3,2 10~% ange-
nommen wird, halbiert werden. Eine Aufrau-
hung der Wasserstinde, wie sie bei den von
Hansen verdffentlichten Kurven zu erkennen
ist, trat nicht auf. Dieses liegt wahrscheinlich
an der Tatsache, dass eine Ausgleichung (« =7/8)
vorgenommen wurde und auch, dass die nach
jeweils 3 Stunden gegebenen Windwerte fiir
j(fden Zeitschritt automatisch interpoliert wur-

en.

Die auftretenden Differenzen zwischen Beob-
achtung und Rechnung beruhen zum grossen
Teil auf den ungenauen Windangaben, denn
dic Uebereinstimmung zwischen den an
einigen Orten gemessenen Winden und den
zyklostrophisch berechneten war vielfach recht
missig. Leider lisst sich auf diesem Gebiete
kaum eine Verbesserung durchfiihren. Der
benutzte Gitterabstand (4s=74 km) — das
Gitternetz ist das gleiche wie auf der folgenden
Abb. 3 — konnte jedoch noch verkleinert
werden, um die Kiistenstruktur und Tiefen-
vertileung besser zu erfassen und die Losung
zu verbessern.

Um die Einwirkung von Windfeldern auf
die Wasserstinde besser iiberblicken zu kén-
nen, wurden noch zwei Fille durchgerechnet,
bei denen dic Wassermassen der Nordsee
unter dem Einfluss emer zeitlich und &rtlich
konstanten Windschubkraft standen. Ein Bei-
spiel, das den zeitlichen Verlauf des Wasser-
standes an zwei Punkten unter Einwirkung

Tellus XI (1959). 1
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eines konstanten Windfeldes aus 280° relativ
zur Nordrichtung und 20 m/sec Stirke zeigt,
wurde bereits im Kapitel IV, Abb. 1 aufge-
fiihrt. Im Zusammenhang damit wurde darauf
hingewiesen, dass die Losung fiir die Wasser-
stinde im stationiren Fall ziemlich unabhingig
von der gewihlten Ausgleichung und dem
gewihlten Gitterabstand war.

Der folgenden Abb. 3a, die das Verhalten
des gesamten stationdren Feldes zeigt, liegen
die Werte a=7/8, As=74 km, At=20 min
zugrunde. In Bezug auf die Wasserstinde ist
diese Darstellung fast die gleiche fiir a=o0
As=74 km, At=20 min und fiir x=7/8, 4s
= 37 km, At=10 min. Die Durchflussmengen
wiirden jedoch nur qualitativ gleiche Bilder
ergeben, insbesondere in der Nihe der Rinder
treten grossere Unterschiede auf. Die Kiisten
der Nordsee sind durch gerade Linienziige
angenihert worden; der Englische Kanal ist
geschlossen, ebenso das Skagerrak. Fiir den
nordlichen offenen Rand wurde &=o fiir alle
Zeiten, fiir die iibrigen festen Rinder U=o
oder V=0 vorgeschrieben.

Im einzelnen sieht man, dass das Wasser auf
der westlichen Seitc der Nordsee cinstrémt,
im Inneren einen zyklonal geformten Wirbel
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bildet und auf der sehr viel tieferen stlichen
Seite wieder ausstrdmt; dabei ist die Ein-
flusskomponente des Wassertransports ebenso
gross wie die Ausflusskomponente. Die Art
der Wasserbewegung ist ausser vom Wind
von der Tiefenverteilung abhingig.

Einen hnlich gelagerten Fall, nur mit dem
Unterschied, dass ein konstanter Wind aus 30°
angenommen wurde, zeigt die Abb. 3b. Hier
weisen die Wasserbewegungen kleinere Be-
trige auf als im vorigen Beispiel und sind
nicht so klar gegliedert, anch dic Wasser-
stinde sind geringer.

Aus diesen beiden Fillen lassen sich wegen
der Linearitit der Gleichungen durch Ueber-
lagerung Losungen fiir beliebige konstante
Windfelder erzielen. Seien u; und vy die
Windkomponenten, dann gilt fiir jeden Punkt
i, k des Gitternetzes, dass der Windstau gegeben
ist durch: §; p=a; p ur +b; vy (statt der Wind=
komponenten kdnnten auch di¢ Komponenten
des Windschubes mit verindertem g;, und
bi » genommen wetden). Die fiir jeden Punkt
konstanten a;; und b; . lassen sich bestim-
men, wenn mindestens zwei unabhingige
Losungen vorhanden sind. Hieraus lassen sich
weiter die bei einer konstanten Windstirke
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Abb. 32 und 3b. Errechneter Wasserstand und Wassertransport in der Nordsee im stationiren Zustand unter
der Einwirkung eines zeitlich und &rtlich konstanten Windfeldes mit einer Windstirke von 20 m/sec aus
a) 290° und b) 30° relativ zur Nordrichtung.
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|we| auftretenden grésstmoglichen Wasser-
stinde (™, sowie die Windrichtung g,, fiir
die dieser maximale Windstau auftritt, errech-
nen. Dabei ist:
¢mex = |wp | Vais + bl tg ¢o=%
ik

Die Bestimmung dieser Grossen ist aus den
beiden beschriebenen Beispielen fiir die Nord-
see durchgefithrt worden, und die Linien
{msx=const und @,=-const sind in die Abb. 4
eingezeichnet worden. Nimmt man z. B. die
Elbemiindung: Der hdchste Windstau tritt
nach der Rechnung bei einer Windrichtung
aus 305° auf und betrigt 2,80 m (mit der
Windschubkonstante y=3,2 107%). Fiir die
englische Kiiste wiirde ein Wind aus 350° die
héchsten Wasserstinde bringen. Da der Eng-
lische Kanal in dem behandelten Modell ge-
schlossen ist, treten hier sehr hohe Wind-
stauwerte auf, die natiirlich in Wirklichkeit
nicht beobachtet werden konnten. Es sei
darauf hingewiesen, dass fiir den Windschub
die Form: w.=yur|wr|; v,=pvr|wr| mit
y=3,2 10~ den Rechnungen zugrunde liegt.
Verkleinert oder vergrdssert man y um einen
Faktor, so wird auch die Losung um denselben
Faktor verkleinert oder vergrdssert. Das gibt
die Méaglichkeit, nachtriglich aus dem Ver-
gleich zwischen beobachtetem und berech-
netem Wasserstand eine verbesserte Wind-
schubkonstante einzufiihren.

Vom Deutschen Hydrographischen Institut
in Hamburg wurden freundlicherweise einige
auf statistischer Grundlage gewonnene Wind-
stauwerte fiir die deutsche Nordseekiiste zur
Verfiigung gestellt. Die Windrichtung, fiir die
an der deutschen Kiiste bei einer konstanten
Windstirke maximaler Windstau eintritt,
stimmt gut mit den errechneten Werten
tiberein. Dasselbe gilt fiir die hollindische
Kiiste, an der nach ScHALRwhK (1947) bei
NW bis NNW Wind maximaler Stau auf-
tntt.

Die bei einer Windstirke von 20 m/sec
auftretenden Stauhdhen selbst sind jedoch
geringer als die mit y=3,2 10~% errechneten.
Uebereinstimmende Werte werden erst mit
einem um den Faktor 0,6 bis 0,7 verkleinerten
4 erhalten. Diese Diskrepanz mag darin ihre
Utrsache haben, dass das statistische Verfahren
nur das Windfeld in der Deutschen Bucht
zugrunde legt und auch, dass der stationire

Zustand in Wirklichkeit noch nicht erreicht
war. Eine Rechnung, in der der Wind (280°,
20 m/sec) nur in der ,,unteren’”’ Hilfte der
Nordsee vorgeschricben wurde, genau gesagt
in allen den Punkten, die mehr als 54s (4s=
74 km) vom nordlichen offenen Rande ent-
fernt lagen, ergab fiir die deutsche Nordsee-
kiiste im Mitte%um den Faktor 0,66 niedrigere
Stauwerte, als bei demselben iiber der ganzen
Nordsee wehenden Wind.
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Abb. 4. Grosstmoglicher Windstau in der Nordsee

und Windrichtung fiir die dieser eintritt - - - - bei einer

konstanten Windstirke von 20 m/sec im stationiiren Zu-~
stand. (Windrichtung o® = Nordwind)

Die Aufgabe der angefithrten Beispiele war
vor allem, zu zeigen, dass eine Bestimmung
des Windstaus aus den gegebenen Gleichungen
méglich ist. Ob die guten Ergebnisse (Tom-
czAk 1955), die mit dem statistischen Ver-
fahren in der Praxis erreicht wurden und
werden, auch von dem hier beschriebenen
physikalischen Verfahren erreicht werden, lisst
noch nicht sagen. Dazu miissten umfangrei-
chere Priffungen vorgenommen werden.
Das hier zumeist benutzte Gitternetz mit
As=74 km sollte zur Erreichung moglichst
guter Ergebnisse durch ein engmaschigeres
ersetzt werden, vor allem, um auch den Ein-
fluss des Wattenmeeres zu erfassen.
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VI. Einige Ergebnisse der Gezeitenrechnung

Beobachtungen von Gezeitenwellen und
Gezeitenstrdmen liegen, ausser an den Kiisten,
meistens nur in sehr beschrinktem Umfange
vor. Um auch fiir das Innere eines Beckens
verlissliche Angaben zu erhalten, hat man
bislang auf ein Randwertverfahren zuriickge-
griffen.’ Dem liegen ebenfalls die Gleichungen
1) zugrunde, wobei durch einen perio-

U (NJ 27
dischen Ansatz der Form | V | = V' | e =7
¢ ¢

Abb. 5. M; Tide der Nordsee nach W. Hansen. Linien

gleicher Amplitude - --- und Eintrittszeit des Hoch-

wassers in Mondstunden bezogen auf den Durch-
gang des Mondes durch den o-Meridian.

mit T als Gezeitenperiode die Zeitableitung
sliminiert wird. Die so erhaltenen elliptischen
Gleichungen lassen sich im Prinzip fiir das

Innere eines Gebietes 16sen, wenn ¢ oder die
Normalkomponente des Gezeitenstroms auf
allen das Gebiet umgebenden Rindern be-
kannt ist. Die praktische Losung hat meistens
durch ein Iterationsverfahren oder ein son-
stiges numerisches Verfahren zu erfolgen.

Anstelle dieses Randwertverfahrens kann
man sich direke der Gleichungen 1) unter
Beibehaltung der Zeitableitung bedienen und
die physikalischen Randbedingungen, dass das
Wasser an den Kiisten nur lings der Kiisten
fliessen darf, benutzen. Bei- Randmeeren, in
denen die Gezeiten als Mitschwingungsge-
Tellus XI (1959), 1

zeiten auftreten, ist die Welle selbst oder die
Stromkomponenten nur an den zum offenen
Ozean gelegenen Rindern vorzuschreiben. Ein
weiterer Vorteil dieses Verfahrens ist, dass die
vorzuschreibende Welle keine Sinuswelle zu
sein braucht, sondern direkt den Beobach-
tungen, soweit solche vorliegen, entnommen
werden kann.

Das System 1) direkt zur Lésung eines all-
gemeinen Gezeitenproblems anzuwenden, ist
ohne die elektroniscl-ll)en Rechenmaschinenkaum
mdglich, da der Rechenaufwand noch grosser
ist als bei dem Randwertverfahren. Im Prinzip
geht die Rechnung so vor sich, dass mit
einem beliebig vorgegebenen Anfangsfeld und
den vorgeschriebenen Randbedingungen so-
lange gerechnet wird, bis die Gezeitenwelle
stationir bleibt, d.h. bis die Felder nach
jeweils einer Periode iibereinstimmen.

Den einzig bekannten Versuch, Gezeiten-
schwingungen eines rechteckigen Beckens von
der Grdssenordnung und Tiegenvcrteilung der
Nordsee mit Hilfe der zeitabhingigen Glei-
chungen 1) numerisch zu berechnen, unter-
nahm HANseEN (1956). Das Ergebnis war
jedoch nicht ganz zufriedenstellend, nihere
Einzelheiten sind nicht verdffentlicht worden.

Die Frage ist nun, ob das hier beschriebene
Differenzensystem 2) besser geeignet ist, die
Gezeitenvorginge zu beschreiben. Dieses soll
im folgenden niher untersucht werden.

Die Gezeiten der Nordsee sind seit lingerem
gut bekannt. Die neueste und umfangreichste
Darstellung der in der Nordsee vorherrschen-
den M, Tide stammt von HANSEN (1952).
Durch Kombination der in grosserer Anzahl
vorliegenden Gezeitenstrommessungen in der
freien Nordsee und des kurz erwihnten Rand-
wertverfahrens, wobei also die Welle auf
allen Rindern vorgeschrieben wurde, erhielt
Hansen ein sehr verlissliches Bild der durch
Gezeiten bedingten Wasserstinde und Stro-
mungen.

Zuerst sei ein Blick auf die Abb. 5 geworfen,
die der eben erwihnten Arbeit entnommen
wurde und die die Linien gleicher Eintrittszeit
des Hochwassers und die Amplitude der M,
Tide darstellt. Danach liuft die halbtigige
Gezeitenwelle lings der englischen Kiiste
herunter, biegt im siidlichen Teil der Nordsee
nach Osten ein und umrundet in der siidost-
lichen Nordsee einen Drehpunkt, eine soge-
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nannte Amphidromic. Eine weitere sehr
schwach ausgebildete Amphidromie befindet
sich noch vor der norwegischen Kiiste. Die
Frage nach der Entstehung solcher Drehpunkte
ist ausfiihelich in der Literatur behandelt.
Fiir die Rechnung wurde die Gezeitenwelle
am nordlichen offenen Rande vorgeschrieben
und den einzelnen Randpunkten zugeordnet.
Die auf Beobachtungen beruhenden Informa-
tionen sind hier also wesentlich geringer als
bei dem Randwertverfahren, dem die Abb. s
zugrunde liegt. Das Gitternetz ist vorerst das
gleiche wie bei den schon besprochenen Wind-
staurechnungen, der Englische Kanal ist ge-
schlossen, ebenso das Skagerrak. Die M, Tide

in Bezug auf Stabilitit auch zur Berechnung
von Gezeitenschwingungen brauchbar ist.
Auf der anderen Seite treten aber so grosse
Abweichungen gegen die zu erwartenden
Verhiltnisse auf, das dieses Ergebnis praktisch
nicht zu verwerten ist. Die Amphidromie in
der siiddstlichen Nordsee ist weit nach Osten
geriickt und liegt vor der dinischen Kiiste;
ebenfalls schlecht getroffen sind die Eintritts-
zeiten und Amplituden des Hochwassers.
Diesc Abweichungen konnen viele Ur-
sachen haben, sic konnen liegen in der primir
vorgeschriebenen Welle am nérdlichen Rande,
die nur durch eine Interpolation von Kiiste
zu Kiiste bekannt ist, ferner in der durch das

&0%
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S

Abb. 6a und 6b. Berechnete M, Tide der Nordsee. a) Englischer Kanal geschlossen. b) Hoofden geschlossen.
Bezeichnungen wie in Abb. s.

hat eine Periode von T=12,24 Stunden; als
Zeitschritt wurde A¢t=T/36 genommen, und
der Faktor fiir die Ausgleichung wurde zu
a=7/8 gewihlt.

Nach einer Rechenzeit von mehreren Pe-
rioden blieb die Welle stationir, d.h. die -
Werte unterschieden sich nach jeweils einer
Periode nur noch um hdchstens 2 cm; die er-
haltene Losung war wieder eine reine Sinus-
welle der Periode T. Die errechneten Ein-
trittszeiten des Hochwassers und die Ampli-
tuden sind in der Abb. 6a zu schen. Das Re-
sultat zeigt, dass das Differenzenverfahren 2)

Gitternetz angeniherten Tiefenverteilung und
Kiistenstruktur, in dem Reibungsansatz und
natiirlich auch im Differenzenverfahren selbst.
Zur niheren Untersuchung der Griinde,
die zu diesem fehlerhaften Ergebnis gefiihrt
haben, wurden fiir den nichsten Versuch zwei
Anderungen vorgenommen: Die Hoofden
bleiben ausgeschlossen, und die primire Welle
am ndrdlichen Rande wurde so angesetzt,
dass sie moglichst genau mit derjenigen aus

der Abb. s iibereinstimmte.
Was bei dieser Rechnung herauskam, zeigt
dic Abb. 6b. Eine gewisse Verbesserung ist
Tellus XI (1959), 1
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nicht von der Hand zu weisen. War die Amphi-
dromie in dem vorigen Resultat zu weit nach
Osten geriickt, liegt sie jetzt zu weit nach
Stidwesten verschoben. Immerhin kann man
nicht behaupten, dass das Ergebnis praktisch
brauchbar wire, es zeigt jedoch, wie empfind-
lich das System gegeniiber Anderungen ein-
zelner Parameter ist. Vor allen Dingen scheint
sehr wesentlich der Aufbau der siidlichen
Nordsee in das Resultat cinzugenen. Es ist
auch verstindlich, dass man kein allgemein
zufriedenstellendes Ergebnis ohne Beriick-
sichtigung der durch den Englischen Kanal
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Abb 7. Berechnete M, Tide der Nordsee mit verfein er~
tem Gitternetz und Einbeziehung der Doverstrasse.
Bezeichnun gen wie in Abb. ;.

eindringenden Gezeitenwelle erwarten kann.
Auf der anderen Seite ist das benutzte Gitter-
netz schr weitmaschig und nach den Ergeb-
nissen des Kapitels IV kann man eine andere,
hi')chstwahrsclfeinlich bessere Losung fiir ein
eingmaschigeres Gitternetz erwarten. Letz-
teres bietet den weiteren Vorteil, dass sich
ebenfalls die in der Doverstrasse auftretende
und sehr gut bekannte Gezeitenwelle als Rand-
bedingung aufstellen lisst. Ferner erlaubt ein
engmaschigeres Gitternetz auch eine bessere
Anniherung der Kiistengestalt und Tiefenver-
teilung an die in der Natur vorkommende.

Fiir die folgende Rechnung wird daher der
Fellus XTI (1959), 1
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Gitterabstand zu As=37 km gewihlt, und der
Zeitschritt wird ebenfalls um die Hilfte auf
At=T]|72 verkleinert; die Rechenzeit ver-
grosserte sich dadurch ungefihr um das 6-
fache und betrug fiir eine Periode (= 72 Zeit-
schritte) 30 Minuten. Die Doverstrasse wird
jetzt durch zwei Punkte reprisentiert; die dort
auftretende M, Tide wurde einer Arbeit von
DoobsoN und Corkan (1931) entnommen
und den beiden Punkten zugeordnet. Die im
Norden vorgeschriebene Gezeitenwelle bleibt
die gleiche wie im vorigen Beispiel. Im Ska-
gerrak wird angenommen, dass sich der Was-
serspiegel nicht indert; wegen der dort auf-
tretenden sehr geringen Wasserstandsschwan-~
kungen durch Gezeiten ist diese Bedingung
ohne weiteres zu vertreten. Eine weitere
Verbesserung wurde dadurch vorgenommen,
dass auch die Moglichkeit, die Rinder 45°
gegen das Koordinatensystem zu drehen, in
die Rechnung einbeschlossen wurde.

Die Einzelheiten und das Ergebnis der mit
376 Punkten durchgefiihrten Rechnung sind
in der Abb. 7 zu erkennen. Die Ueberein~
stimmung mit der Abb. 5 ist jetzt wesentlich
besser; die Amphidromien in der siiddstlichen
Nordsee liegen jetzt genau iibereinander.
Ebenfalls sehr gut getroffen ist die am Nord-~
rande der Hoofden gelegene Amphidromie,
was z. B. aus dem Gezeitenatlas des Deutschen
Hydrographischen Instituts hervorgeht (siche
auch DoobsoN und WARBURG, 1941. Vor der
norwegischen Kiiste kann man nur andeutungs-
weise von dem Vorhandensein einer Amplgﬁ-
dromie sprechen, da die Wasserstandsschwan-
kungen von einigen Zentimetern nicht aus-
reichten, die Phase genau genug zu bestim-
men. Alle anderen Werte sind jedoch durch
die Rechnung ausgezeichnet fundiert. Die
grossten Abweichungen treten an der deutsch-
dinischen Kiiste auf, wo sich die Amplituden
bis zu 25 cm und die Phasen um ungefihr
eine Stunde von den aus den Beobachtungen
abgeleiteten Werten unterscheiden.

Ausser den durch die Gezeiten hervorgeru-
fenen Wasserstandsschwankungen gibt das
benutzte Differenzensystem auch die Kompo-
nenten des Wassertransports U und V' als
Losung. Aus ihnen sind die vertikal integrier-
ten Geschwindigkeitskomponenten U/k und
V/h bestimmt worden. Die errechnete Ein-
trittszeit und der Betrag und die Richtung der
Grosstgeschwindigkeit des Gezeitenstromssind
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in die Abb. 82 und 8b eingezeichnet worden.
Verglichen mit den von HaNnsen (1952)
publizierten Werten, die aus Strombeobach-
tungen stammen, ist die Uebereinstimmung
ziemlich gut. Wie bei den Woasserstands-
schwankungen befinden sich auch hier gross-
riumig gesehen die grdssten Abweichungen
in der Nihe des deutsch-dinischen Kiisten-
gebietes; die berechneten Geschwindigkeiten
sind hier z. T. 50 % kleiner als die aus Be-
obachtungen abgeleiteten.

GUNTER FISCHER

fahren selbst zu liegen, welches eben nur eine
Niaherungslosung gibt. Eine weitere Ver-
besserung der Ergebnisse konnte gewiss durch
eine weitere Verengung des Gitternetzes er-
zielt werden. Vielleicht beruht auch ein Teil
der Fehler auf der Tatsache, dass die am
nordlichen Rande vorgeschriebene Gezeiten-
welle etwas unsicher ist, da dort kaum Be-
obachtungen vorhanden sind, und man auf
eine Interpolation von der schottischen zur
norwegiscﬁen Kiiste angewiesen ist.
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Abb. 8 a und 8 b. M, Tide der Nordsee. a) Berechnete Eintrittszeit der Maximalgeschwindigkeit des Gezeitenstroms
in Mondstunden und Stromrichtung zu dieser Zeit. b) Berechneter Betrag der Maximalgeschwindigkeit des Ge-
zeitenstroms in cm/sec.

Um den Einfluss der Reibung niher zu un-~
tersuchen, wurde die eben besprochene Rech~
nung unter der Annahme eines nichtlinearen

. 10-3 )
Reibungsgesetzes <f = %’—6}1:—0 VOz+ Vz)

und Hinzunahme der advektiven Glieder wie-
derholt. Gegeniiber dem vorher erhaltenen Re-
sultat treten jetzt in dem verhiltnismissig
flachen deutsch-ddnischen Kiistengebiet um
10% bis 15 % hohere Amplituden der Ge-
zeitenwelle und des Gezeitenstromes auf, und
die Eintrittszeiten liegen um 10 bis 15 Mi-
nuten friiher, welches eine geringfiigige Ver-
besserung bedeutet.

Die Hauptursachen fiir die noch beste-
henden Abweichungen scheinen in dem Ver-

Eine weitere Rechnung wurde noch unter-
nommen, um zu erkunden, welcher Teil der
in der Doverstrasse beobachteten Tide aus
der Nordsee und welcher aus dem Englischen
Kanal stammt. Dazu wurden die Gezeiten
besimmt, wie sie bei einer geschlossenen
Doverstrasse auftreten wiirden; das Resultat?
wurde dann von jenem mit gedffneter Dover-
strasse abgezogen. Diese Differenz ergibt die
aus dem Englischen Kanal eintretende Ge-
zeitenwelle und ihre Ausbreitung in die Nord-
see (Abb. 9). Gemiss dieser Rechnung kommt

1 Es ihnelt sehr der Abb. 7 und nicht der Abb. 6 a,
in welcher ebenfalls die Doverstrasse geschlossen war!

Tellus XI (1959), 1
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rund die Hilfte der in der Doverstrasse be-
obachteten M, Tide aus dem Englischen
Kanal; ihre Wirkung auf die Gezeitenampli-
tude an der deutschen Kiiste betrigt in diesem
Modell noch bis 40 %.

Zum Schluss sei noch das Resultat einer
Gezeitenrechnung ohne Corioliskraft auf-
gefiihrt (Abb. 10). Die Bedingungen sind
sonst die gleichen wie in dem Beispiel, welches
zur Abb. 7 fithrte. Auch in dieser Rechnung
tritt in der mittleren Nordsee eine Amphi-
dromie auf, die sich fast an der gleichen
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Abb. 9. Einfluss der durch den Englischen Kanal ein-

tretenden  Gezeitenwelle (Resultat Doverstrasse gedfinet

minus Resultat Doverstrasse geschlossen). Sonstige Rand-
bedingungen und Bezeichnungen wie in Abb. 7.

Stelle befindet, wie in der mit Corioliskraft
durchgefiihrten Rechnung. In den Hoofden
kommt es dagegen nur zur Ausbildung einer
stehenden Weﬁe. Ein bemerkenswerter Unter-
schied gegen das frilhere Resultat ist, dass die
Hubhdhen lings der englischen Kiiste geringer
sind; als Kompensation treten in den &stlichen
Teilen der Nordsee hohere Hiibe auf.

VII. Folgerungen

Einige Beispicle sind angefiihrt worden,
die zeigen sollten, dass das benutzte Differen-
zensystem 2) sich sehr gut zur Errechnung
hydrodynamischer Vorginge in Flachwasser-
ﬁcbieten cignet. In Flachwassergebieten des-

alb, weil fir die rechnerische Stabilitit die
Tellus XI (1959), 1
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Reibung eine sehr wichtige Rolle spielt, falls
Corioliskrifte auftreten.

Im Falle der hier durchgefiihrten Rech-
nungen ist der Reibungskoefhizient r als Funk-
tion der Tiefe angesetzt worden und schwanke
fir die Nordsee zwischen den Werten 10-¢
und 3 107 sec~! gemiss den fiir das Gitter-
netz benutzten Tiefen zwischen 15 und 300
Metern. In diesen tiefen Teilen ist die Bedin-
gung 19) fiir rechnerische Stabilitit bei dem
gewihlten Zeitschritt von 20 min. nicht mehr
erfiille; trotzdem ergaben sich in der Praxis
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Abb. 10. M, Tide der Nordsee bei Vernachlissigung
der Corioliskraft.
Randbedingungen und Bezeichnungen wie in Abb. 7.

bei Anwendung eines Ausgleichsverfahrens
stabile Losungen. Das mag zu einem Teil an
dem Ausgleichsverfahren liegen, zum anderen
Teil daran, dass diese grossen Tiefen nur in
einem verhiltnismissig kleinen Gebiet vor-
kommen; als mittlere Tiefe der Nordsee sind
ungefihr 70 m anzusetzen. Obwohl nicht
ﬁra_ktisch erﬁ»robt, wiirde sechr wahrscheinlich
ei einer gleichmissigen Tiefe von 300 m
rechnerische Instabilitit fiir den gewihlten
Zeitschritt eingetreten sein, auch mit Aus-
gleichung.

Damit ergeben sich nicht sehr giinstige Per-
spektiven bei einer Anwendung des Ver-
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fahrens auf Bewegungsvorginge der Ozeane
oder der Atmosphire, da die Reibung sehr
gering ist; man miisste also zu sehr kleinen
Zeitschritten iibergehen. Ob sich diese Schwie-
rigkeiten durch ein anderes Differenzensystem
beheben lassen, wire wert untersucht zu
werden. Man kann sich z. B. ein Verfahren
denken, welches ebenfalls zentrierte Zeit-
differenzen fiir die vektoriellen Grdssen be-
nutzt, oder auch ein implizites System,
welches durch Iterationen zu lésen wire.
Immerhin sind die Anwendungsméglich-
keiten durch die wenigen hier angefiihrten
Beispicle, die hauptsichlich einer Priifung des
Verfghrcns dienten, nicht erschdpft. Weitere
Durchrechnungen von Sturmfluten, die Er-

mittlung der Abhingigkeit des Wasserstandes
von verschiedenen Windfeldern und eine ein-
gehendere Analyse der Gezeitenschwingungen
und Gezeitenstréme wire von grossem Nut-
zen; hierzu sollte nicht die M, Tide genom-
men werden, sondern die beobachtete nicht
sinusformige Gezeit.

Der Autor mochte Herrn Prof. Walter
Hansen im Institut fiir Meereskunde in Ham-
burg und Herrn Dr. Pierre Welander im
Internationalen Institut fiir Meteorologie in
Stockholm, sowie Herrn Heinz Otto Kreiss
an der Technischen Hochschule in Stockholm
seinen besonderen Dank fiir die in vielen
Diskussionen erhaltenen Anregungen aus-
sprechen.
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